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1 Uvod

U primjenjenoj matematici Cesto je potrebno izracunati nultocku nelinearne funkcije. Obzi-
rom da nultocku u velikoj vecini slu¢ajeva nije moguce egzaktno odrediti moramo posegnuti
za numerickim metodama pomocu kojih aproksimiramo rjeSenje danog problema. Primjeri
takvih metoda su metoda bisekcije, metoda jednostavnih iteracija te Newtonova metoda tan-
genti. Metode se razlikuju po tome S$to zahtijevaju razlicite uvjete na funkciju. Primjerice
metoda bisekcije zahtijeva samo neprekidnost funkcije, metoda jednostavnih iteracija zahti-
jeva da je prva derivacija funkcije neprekidna, dok Newtonova metoda zahtijeva neprekidnost
druge derivacije funkcije. S druge strane metode se razlikuju po brzini konvergencije. Obi¢no
veci zahtjev na funkciju za posljedicu ima vecu brzinu konvergencije metode, ali se Cesto jav-
lja problem sa sloZenim racunanjem derivacije. Primjerice Newtonova metoda od navedenih
metoda ima najvecu brzinu konvergencije, ali je u njoj osim racunanja vrijednosti funcije po-
trebno racunati i derivaciju funkcije. 1z tog razloga razvijene su modifikacije Newtonove me-
tode kod kojih se umjesto derivacije, koriste njezine aproksimacije, kod kojih se racuna samo
vrijednosti funkcije, a istovremeno nastoje se sacuvati dobra svojstva Newtonove metode. Pri-
mjer takve modifikacije je Newtonova metoda sekanti. Sve ove metode mogu se prirodno ge-
neralizirati na rjeSavanje sustava nelinearnih jednadZbi. Posebni naglasak u ovom radu stav-
ljen je na modifikacije Newtonove metode, koje se u literaturi nazivaju Quasi-Newtonove me-
tode.

Osim Uvoda, rad se sastoji od tri poglavlja. U drugom poglavlju upoznat ¢emo se s Newto-
novom metodom tangenti te s metodom sekanti za traZenje nultocki nelinearnih jednadzbi i
rijeSiti pripadne primjere. TreCe poglavlje Ce nas uvesti u sustave nelinearnih jednadzbi. Pri-
sjetit Cemo se pojmova poput Jacobijeve matrice, regularne matrice te Lispchitz-neprekidne
funkcije. Izvest cemo Newtonovu metodu za sustave nelinearnih jednadzbi te rijesiti primjer.
Najvaznije, a ujedno i zadnje poglavlje, bavi se Quasi-Newtonovim metodama. Ovo poglavlje
upoznat ¢e nas s Broydenovom, Davidon-Fletcher-Powellovom i Broyden-Fletcher-Goldfarb-
Schannovom metodom. Za svaku od navedenih metoda navest ¢emo formule i osnovna svoj-

stva te rijeSiti po jedan primjer.



2 RjeSavanje nelinearnih jednadzbi
Neka je f : [a, b] — R neprekidna funkcija. Trazimo & € [a, b| tako da je

f(&)=o. 2.1)

Ako je funkcija f neprekidna na intervalu [a, b] te ako je f(a)- f(b) < 0 tada postoji barem
jedna tocka & € [a, b] takva da vrijedi f(£) = 0. Ukoliko je f derivabilna i prva derivacija f’
stalnog predznaka na intervalu I = [a, b], onda je to ujedno i jedina nultocka funkcije f na
tom intervalu. TraZenje realnog rjeSenja jednadZzbe (2.1) sada se provodi kroz sljedeca dva

koraka:
1. Separiranje intervala I u kojemu funkcija f ima nultocku &.

2. Odredivanje aproksimacije nultocke & s unaprijed zadanom to¢noséu putem neke ite-

rativne metode.

Kao §to smo vec ranije naveli postoje brojne metode za rjeSavanje jednadzbe (2.1), a mi ¢emo
u ovome radu opisati dvije koje ¢e nam biti podloga za Quasi - Newtonove metode kojima

¢emo se kasnije baviti.

2.1 Newtonova metoda tangenti

Kod Newtonove metode funkciju f aproksimiramo njezinom tangentom u nekoj odabranoj
tocki (xg, f () ), a nultocku funkcije aproksimiramo nulto¢kom tangente. Geometrijski gle-
dano, umjesto da trazimo sjeciSte grafa funkcije f i osi x trazit cemo sjeciSte tangente i osi
X.

Dakle, pretpostavimo da smo odredili interval I = [a, b] u kojemu se nalazi jedinstvena
nultocka neprekidne funkcije f za koju vrijedi f’(x) £ 0, za svaki x € I. Uzmimo x; € I kao
pocetnu aproksimaciju. Razvijmo sada funkciju f u Taylorov red u okolini tocke x;, i proma-

trajmo samo linearan ¢lan. Razvojem funkcije f u Taylorov red dobili smo

fi(x) = f(x0) + (x—20) f'(%0)- (2.2)

Na ovaj nacin smo funkciju f u okolini tocke x, aproksimirali linearnom funkcijom ¢iji graf je

tangenta na graf funkcije f u tocki (xo, f (xo)) (Slika 2.1).



Slika 2.1 Newtonova metoda tangenti

Iz tog razloga ¢emo rjesavati jednadzbu fi (x) = 0 umjesto pocetne jednadzbe (2.1). Oznacimo

s x; rjeSenje jednadzbe f(x) = 0. Tada je

Xo— [ (xo)
f'(x0)

Povucimo sada tangentu na graf funkcije f kroz tocku (x;, f (x;)). Dobivenu to¢ku oznac¢imo

X1 =

S X, i dobivamo

o f(x)
bf(x)

Ponavljajuéi ovaj postupak povlacenja tangenti redom kroz tocke (xg, f(xo)), (x1, f(x1)), ...,

Xo =

dobivamo niz xg, x;, X, ..., zadan rekurzivnom formulom

f(xn)

Xpn4+1= Xp— f/(xn)

Sada ¢emo kroz sljedeci teorem, pokazati da uz pocCetnu aproksimaciju x; te uz odredene

,n=20,1,2,... (2.3)

uvjete na funkciju f niz definiran s (2.3) konvergira prema jedinstvenom rjeSenju jednadzbe
f(x)=o0.

Teorem 2.1. (vidi[4]) Neka funkcija f : I — R ima neprekidnu drugu derivaciju na intervalu
I =|a, b]. Neka je nadalje, f (a)- f(b) <0, a prva i druga derivacija funkcije f na intervalu I
imaju stalan predznak.

Tada, ako je x, € I izabran tako da je

f(x0)-f"(x0) >0, (2.4)

onda niz definiran s (2.3) konvergira prema jedinstvenom rjeSenju & jednadzbe f (x) = 0.

Pri tome vrijedi ocjena pogreske aproksimacije

M.
|E— x| < #(xn—xn_l)z 2.5)
1

3



gdje su
— 1 /
my = min| f*(x)],

M, = max|f" (x)|

xel

te vrijedi

M.
1€ —Xpy1l < Z—rrfl(é—xn)z. 2.6)

Prije dokaza Teorema 2.1 uvest cemo definiciju brzine konkvergencije.

Definicija 2.1. Neka niz (x, ), dobiven nekom iterativnom metodom, konvergira prema & €
R i neka je Ax,, = |&— x,| apsolutna pogreska n-te aproksimacije. Tada, ako postoje dvije
pozitivne konstante A, r € R, takve da vrijedi

AXpir
i =
n—oo (Axn)r

kazemo da metoda ima brzinu konvergencije r.

Specijalno, za r = 1 kaZemo da metoda ima linearnu brzinu konvergencije, aza r =2 da
ima kvadratnu brzinu konvergencije. Ako je r € (1,2), onda kazemo da metoda ima super-
linearnu brzinu konvergencije. Primijetimo da Definicija 2.1. kaZe kako metoda ima brzinu

konvergencije r ako postoji A€ R, i ny €N, tako da je
Axy 1~ A(AX,)", n>ng.

Sada, kada smo definirali brzinu konvergencije, iz (2.6) u iskazu prethodnog teorema vidimo
da Newtonova metoda ima kvadratnu brzinu konvergencije.
U nastavku cemo dokazati Teorem 2.1. U tu svrhu koristi se dokaz odgovarajuceg teorema

iz [4], uz odredene modifikacije.

Dokaz. Teorema?2.1. Bezsmanjenja opéenitosti mozemo pretpostavitidaje f(a) >0, f(b) <
0, f'(x) <0, f”(x) <0, za svaki x € I. Primijetimo da onda postoji jedinstveni & € I takav
daje f(&) = 0iizaberimo x, € I tako da je zadovoljeno (2.4) (npr. moZemo uzeti xy = b).
Obzirom da je prema pretpostavci f”(x) <0, ondajei f(xy) <0zbog f(xy)- f”(x) >0 paje
x> &, jer je f padajuca funkcija (f (xg) < f(&)).

Ideja dokaza je najprije pokazati da je niz (x, ), odnosno niz definiran rekurzivno s (2.3),
konvergentan.

PokaZimo prvo da je niz ogranicen odozdo s £. Dokaz provodimo metodom matematicke
indukcije. U tu svrhu pretpostavimo da je x, > £ te dokaZimo da je x,,,; > &. Taylorov razvoj

funkcije f u okolini tocke x,, glasi:

f”(cl)
2

(x_xn)z’

f(x) :f(xn) +f/(xn)(x_xn) +



pri ¢emu je c¢; neki broj izmedu x i x,,. Specijalno, za x = £ dobivamo

FE = P+ () (=) + L2 (2
odnosno .
0= F(xa)+ £/ (5 (E=) + T2 e 2,

priemu je ¢, neki brojizmedu £ i x,,. Obzirom daje f”(c,) < 0ida zbog pretpostavke x,, > &

vrijedi £ —x,, <0, slijedi da je @(g— X, )% < 0 pa mora biti

F(xn)+ f'(xn)(E—xp,)>0.

Iz te nejednakosti sada dobivamo

F(xp)E> f/(x) X —f (x0),

odnosno (zbog f’(x,) <0)
S (xn)

E<xy, = Xn+1

_f/(xn)

pajeondai x,; > &. Dakle, niz (x,) je ograni¢en odozdo s &.

Sada, kada smo pokazali da je niz ogranicen, trebamo pokazati i da je monoton. Znamo
da je x,, > & za sve n € IN pa onda zbog strogog monotonog pada funkcije f mora vrijediti
f(x,) < f(&). Obziromdaje f(&) =0, slijedi f(x,) <0, za svaki n € N. Zato iz (2.3) imamo

f(xn>): f(xn)
[ (xn) f'(xn)

xn—an:xn—(xn— >0,

a to znaci da je niz (x, ) monotono padajudi.

Dakle, pokazali smo da je niz (x,) konvergentan. Kako se cijeli niz (x,,) nalazi u I zbog
toga mora postojati realan broj € € I takav da je € = nlggo x,. Kada u (2.3) pustimo n — oo
dobivamo
_f(e)

f(€e)’
odakle slijedi f(€) = 0 (zbog f’(€) < 0). Kako je € jedinstvena nultocka funkcije f mora biti
e=¢.

Preostalo je dokazati ocjenu pogreske (2.5). Razvojem funkcije f u Taylorov red u okolini

€—=¢€

tocke x,,_; dobivamo

f(xn) = f(xn1) +f/(xn—l)(xn_xn—1) +

Zbog (2.3) imamo

L L | B e



odnosno

£ =13 (02
Odavde je
7Gxl = ()1 = 302)? < 52 (=500 @)
Sada iz
el < L2

iizraza (2.7) dobivamo ocjenu (2.5).
Dokazimo jo$ da metoda ima kvadratnu brzinu konvergencije. Razvojem funkcije f u

Taylorov red u okolini tcke x;, imamo

£ = £ (8)+ £ (5) (x=5) + 0D (2, 2
Stavimo x = £ i dobivamo
f"(c)

Ozf(g):f(xn)+f/(xn)(€_xn)+ (g_xn)z’

2

gdje je c realan broj izmedu ¢ i x,,. Dijeljenjem s f/(x,) dobivamo

f(xn) f(c)

0= +(E—x,)+ E—xp)%
RES R ER I
Iskoristimo sada (2.3) i dobivamo
f"(c)
xn+l_€ - 2f/(xn) (g_xn)zy
odnosno imamo S0 v
1 C 2 2 2
_Fl == — <= —
|Xp+1—El 2|f/(xn)|(xn g) = omy (xn 5)

Sto je tvrdnja koju smo trebali dokazati. O

U sljedec¢em primjeru ilustriramo primjenu Newtonove metode.

Primjer 2.1. Odredite nultocku funkcije f (x) = x3 + x?—2 koriste¢i Newtonovu metodu tan-

genti te postupak prekinite u trenutku |x,, — | < € = 0.0005 gdje je & prava nultocka funkcije

f.

RjeSenje: Prvo cemo separirati rjeSenje jednadzbe kako bi mogli odrediti interval I u kojemu

se ono nalazi. Promotrimo Sliku 2.2 koja predstavlja separaciju rjeSenja.
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Slika 2.2 Separacija rjesenja funkcije f(x) = x3 4 x?—2

Sa slike je vidljivo kako za na$ interval I mozemo uzeti I = [0.5,3]. Provjerimo zadovoljava li
ovaj interval uvjete Teorema 2.1. Prvo §to mora biti zadovoljeno je f(a)- f(b) < 0. U nasem
slucaju imamo

£(0.5)-f(3) =(—1.625)-34<0

pa je prvi uvjet zadovoljen. Provjerimo jo$ imajuli f/i f” na nasem intervalu I stalan predz-
nak. Prva derivacija funkcije f je
f/(x)=3x*+2x>0, Vxel,
a druga derivacija
f’(x)=6x+2>0, Vxel.

Dakle, pokazali smo da su f’i f” stalnog predznaka na I = [0.5,3].
Odredimo sada m; i M>:
m, =min|f’(x)| = 1.75,
xel
M, = max|f"(x)| = 20.
xel
Znamo da ova funkcija ima jedinstvenu nultocku i to je £ = 1. Za x, ¢emo uzeti xy = 3 jer
mora vrijediti f(xg) - f”(x) > 0.

Za n = 0 raCunamo x; po formuli

f(xn)
Xpy1=Xp——=
n+1 n f/(xn)
i dobivamo £(x0) 3
Xo 4
= Xg— =3——=1. .
X1 = Xp f’(xo) 3 33 9697



Potrebno je izracunatii | x, —&|. UvrStavanjem dobivamo
|x; —1| = 0.9697

$to je vece od € = 0.0005 pa postupak ponavljamo za n = 1.

U slucaju kada je n = 1 imamo

f(x1)

- —1.3585
f(x1)

Xo =X

|x,— 1| = 0.3585.

Vidimo da je dobivena vrijednost opet veca od 0.0005 te nastavljamo postupak.

Za x3 dobivamo

f(x2)

—== =1.07345.
f(x2)

X3 = Xo—

|x3— 1| = 0.07345,

a to je opet veCe od 0.0005 pa nastavljamo postupak.
Sljedeca iteracija je
f(x3)

= X3— =1.00399
Xa X3 f’(X3)

ivrijedi
|x,—1| = 0.00399 > €.

Za x5 dobivamo

e — x _f(x4)
YT f(xa)

=1.00001

|xs — 1| = 0.00001,

a to je manje od 0.0005 pa je nasSa aproksimacija x5 = 1.00001.

2.2 Metoda sekanti

Jedna modifikacija Newtonove metode je metoda sekanti. Metodom sekanti, za razliku od
Newtonove metode, izbjegavamo izracunavanje derivacije funkcije u svakoj pojedinoj iteraciji
§to uvelike olak$ava postupak. Na intervalu I = [a, b| izabiremo dvije poCetne aproksimacije
Xo 1 x; te kroz tocke (xg, f(xg)) i (x1, f(x;)) povlacimo sekantu na graf funkcije f. Jednadzba

te sekante je
f(xl)_f(xo)(

X—Xp).
X1—Xo

y=f(x)+



Aproksimaciju x, dobit ¢emo kao sjeciste sekante s o0si x, odnosno izjednacavajuéi prethodnu

jednadzbu s nulom (Slika 2.3):

o — xof (x1)—x1f (%)
T fa)—f(x)

ako je f(x;)#f (x). Iterativnim ponavljanjem ovog postupka dobivamo niz definiran for-

mulom
B Xn—1f (Xp) = Xpf(Xp-1) (2.8)

T ) = f (%)
Zaf(xn)#f(xn—l)’ n=12,..

Ocjena apsolutne pogreske ove metode je

|€—xp| < lf;z”)l,

pri Cemu je

—_— 1 /
=l

RS T

0| 1 —" /%2 mo=b

Slika 2.3 Metoda sekanti

U nastavku ¢emo pokazati kako Newtonova metoda sekanti ima superlinarnu brzunu konver-
gencije. Odnosno ako su pocetne aproksimacije xg i x; izabrane dovoljno blizu nultocke x*,
onda niz iteracija ( x, ) dobiven metodom sekante konvergira prema x* s brzinom konvergen-
cije p, gdje je

~ 1.618.

1++/5
p:



Neka je x,, aproksimacija dobivena metodom sekante. Oznac¢imo li s e,, = x,, — x*, razvo-
jem funkcije f u Taylorov red u okolini tocke x* te uvr§tavanjem x = x,_;, odnosno x = x,
dobivamo:

2
Fnt) = Flenmr+57) = (%) + ena /(%) + 5L () + O(ely)

te
2
* * * e *
F () = flen+x") = F(x") +eaf'(x7) + SHf"(x") + O(ey).
UvrStavanjem e, = x,, — x* u metodu sekante

Xp—Xp—1

f(xn) = f (xn-1)

Xn+1 = xn_f(xn)

dobivamo ( )—( )
* * * en+x* - en_1+x*
epi1t+x =e,+x"—fle,+x )
o Tt 3 ey )~ flen + )
odnosno £ Y )
e,+x%)(e,—e,_1
€11 = e;— . (2.9)
o flen+x*)—f(ep+x*)
Uvedemo li oznaku M := foﬂ,(TJ;:)), vrijedi f//(zx*) =Mf'(x*).
Raspisivanjem brojnika u izrazu (2.9), dobivamo
2
Flent 5N en—ens) = (F(x) +ens () + 257 (5) | en e,
tj.
flen+x")(en—ep1) = (enf(X*) +Mer21f/(X*))(en_en—l) 2.10)
=e,f (x*)(1+Me,)(e,—en_1). .
Raspi$imo sada nazivnik izraza (2.9). Imamo
2
/ * en 4 * * / *
flen+x")=flep1+x")=f(x")+e,f'(x )+?f (x") = f(x")—epr f'(x7)
ez |
+= () (2.11)
=f'(x")(en—en-1) +Mf/(x*)(e;3_e;§—1)
:f/(x*)(en_en—l) (1 +M(en + en—l)) .

Sadaiz (2.10) i (2.11) izraz (2.9) moZemo zapisati kao

e —e _ enf' (x*)(1+Mey)(e,—e,1)
i " f/(X*)(en_en—l)(1+M(en+en—1))’

t.
B en(1+Me,) Me,e,_,
1+M(e,+ep1) 1+M(e,+e,)

€h+1 =6y

10



Dakle, gornji izraz implicira!

()
epr1~¥Mepe,_) = Zf’—(x*)e” en—1.
Preostalo nam je izracunati eksponent p. Iz definicije brzine konvergencije je |e, 1| ~
Cle,|P. U nasem slucaju je

lent1l~ |M|lepllenl,

odnosno
Cleu|” ~|Mllepllen—l
o M|
|en|p ! R~ T'en—”
M[\7 1
len| ~ ol len—1|P~
Dakle, mora biti p = ﬁ. Obzirom da je p > 0 jedino rjeSenje ove jednadzbe je
14+/5
p=—)—~168.

RijeSimo sada isti primjer koji smo rijeSili pomoc¢u Newtonove metode tangenti kako bi se

uvjerili da je metoda sekanti uistinu sporija.

Primjer 2.2. Odredite nultocku funkcije f (x) = x3 + x2—2 koriste¢i metodu sekanti te postu-

pak prekinite u trenutku kada je|x, —&| < €.

RjeSenje: Obzirom da je rijeC o istoj funkciji kao i u Primjeru 2.1. ne moramo ponovno separi-
rati rje$enje ve¢ uzimamo da nam je interval [ isti kao u prethodnom primjeru, tj. I = [0.5,3].

Takoder, ranije smo ve¢ pokazali kako je ispunjen uvjet f(a)- f(b) <0, tj.
£(0.5)- f(3) = (—1.625)-34 < 0.
Obzirom da se i m; racuna na isti nacin kao i kod Newtonove metode tangenti imamo

m; =min|f’(x)| = 1.75.
xel

Mxy

Ty U okolini to¢ke (0,0) moZe aproksimirati s

10vo je posljedica €injenice da se funkcija 1 (x,y) =
funkcijom ¢ (x,y) =Mxy.

Razvojem funkcije 1/ u Taylorov red u okolini to¢ke (0,0) do kvadratnog ¢lana dobiva se

Mxy N , o , -
(x5 y) YO0+ Y(0,0)(x=0)+9,(0,0)(y~0)
+ % [47.,.(0,0) (x—0)% 424, (0,0) (x—0) (y —0) + 4/ ,(0,0) (y —0)?] 2.12)

1
:§-2Mxy:Mxy.

Derivacije f;(0,0), f;(0,0),£;,(0,0), f;",(0,0) su jednake nuli.

11



Zarazliku od metode tangenti, ovdje su nam potrebne dvije pocCetne aproksimacije xi x;. Za
Xo uzimamo vrijednost b iz intervala I = [a, b] = [0.5,3], tj. xy =3, a za x; uzmimo x; = 2.5.

Racunamo x, po formuli
Xy = X1 f (Xn) = Xn f(Xp-1)
" f(xn)_f(xn—l)

pa dobivamo
_ Xof (x1)—x1f(x) 3-19.875—2.5-34

2T T )~ f(x)  19.875—34

IzraCunajmo sada | x, —&| za x,, = x,. Uvr§tavanjem dobivamo

= 1.79646.

|, — 1| = 0.79646.

Obzirom da je dobivena vrijednost 0.79646 veca od € = 0.0005 postupak ponavljamo za x3.

Racunanjem dobivamo
_ x1f (x2) =% f (1)

BT T )

|x3—1| = 0.41185.

Dobivena vrijednost opet je veca od 0.0005 te nastavljamo postupak.

Za x, dobivamo
oy — X2 f (x3) =23 (%)
! f(x3)—f(x2)

=1.15580
pa slijedi

|x,—1] = 0.15580 > 0.0005.
U sljedecoj iteraciji dobivamo

B x3f (X4) — X4 f (x3)

X5 = T () — 1.03893

|xs — 1| = 0.03893 > 0.0005.

Za xg cemo dobiti xg = 1.00438 te ¢e nam pripadno odstupanje |xg— 1| = 0.00438 opet biti

vece od €. Aproksimacija x; jednaka je
x7 = 1.00013

pa dobivamo
|x; —1| = 0.00013,

a ta je vrijednost manja od € = 0.0005 pa ovdje zavrSavamo postupak. Dobivena iteracija je
x7; =1.00013.
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Pogledajmo sada tablicu aproksimacija nultocki funkcije f(x) = x3 + x?—2 dobivenih po-

mocu Newtonove metode tangenti te metode sekanti za € = 0.0005.

Xn |xn_5| Xn |xn_€|
3 2 3 2
1.9697  0.9697 2.5 1.5

1.3585 0.3585 1.79646 0.79646
1.07345 0.07345 1.41185 0.41185
1.00399 0.00399 1.15580 0.15580
1.00001 0.00001 1.03893 0.03893
- - 1.00438 0.00438
- - 1.00013 0.00013

NG| wIN =IO S

Tablica 2.1: Newtonova metoda tangenti i metoda sekanti za f(x) = x3 4 x2—2

Iz tablice je vidljivo kako je Newtonova metoda tangenti do rjeSenja doSla u 5 koraka, a metoda

sekanti u 7 iteracija.
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3 Sustavi nelinearnih jednadzbi
Pretpostavimo da rjeSavamo sustav nelinearnih jednadzbi

fl'(xl’XZ»---’xn) =0, (3].)

pricemuje i € {l,...,n}i f; : R” — R. Ukoliko uvedemo vektorske oznake onda sustav (3.1)

mozemo zapisati kao F(x) =0, pri ¢emu je F :R"” — R" te

fH(x) Xy 0

fn(x) Xn 0
Ovakve sustave rjeSavamo iterativnim metodama. Prije nego krenemo opisivati pojedinu me-

todu za rjeSavanje sustava nelinearnih jednadzbi, definirat cemo pojmove koji ¢e nam biti

potrebni.

Definicija 3.1. Neka je F=(fi,..., f,,) : R"™ — R" neprekidna diferencijabilna funkcija i x =

(x1,..., X, ). Matricu

9L 9h ofi

Jdx; Ox ox

ah ok o

]]' a_F 3x1 (’7’x2 5xn
Tox | .

Ofn  Ofn O fa

_8x1 5x2 6xn

nazivamo Jacobijeva matrica.

Definicija 3.2. (vidi[5]) Za matricu A € M,, kaZzemo da je regularna (nesingularna) ako postoji

matrica B € M,, takva da je

AB=BA=1.
KaZemo da je matrica C € M,, singularna ako nije regularna.

Definicija 3.3. Kazemo da je funkcija f : 9 — R, 9 = |[a, b] Lipsichtz-neprekidna s konstan-

tom L>0na% ipisemo f € Lip; % ako za sve x,y € 9 vrijedi

If(x)=f(y)I<Lix—yl.

Konstantu L > 0 nazivamo Lipschitzova konstanta.
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3.1 Newtonova metoda

Newtonova metoda je jedna od najpoznatijih metoda za rjeSavanje sustava nelinearnih jed-
nadzbi. Uocimo kako je ova metoda generalizacija Newtonove metode za rjeSavanje neline-
arnih jednadZzbi. U nastavku ¢emo opisati Newtonovu metodu.

Izaberimo pocetnu aproksimaciju x(o)z[xl(o), 2(0), - x,ﬂf’)] T'eR”". Svaku od funkcija f,
f>,..., fn razvijmo u Taylorov red u okolini x(%). Dobivenu odgovarajucu linearnu aproksima-

ciju ozna¢imo s f;:
N "0 fi(x(0)
fz(x) :ﬁ(x(O))+ E M(xj—x]@)),

za sve i = 1,...,n. Sada viSe ne rjeSavamo sustav (3.1) ve¢ umjesto njega rjeSavamo sustav

fi(x)=0,i=1,..,n. Sustav f;(x) = 0 moZemo zapisati i u matri¢tnom obliku te tada imamo

JOs = —f(x), (3.2)
Fi (0) Fl (0)
fla(-;l ) ﬁa(;cn ) X — xl(O)
pri ¢emu je J(©)= : . : Jacobijeva matrica u tocki x(%), s= : ,
3£, (x) 2 f,(x(0) __(0)
Jx1 e 0xp n=Xn
fi(x©)
f (x(o) )= : . Na ovaj nacin smo dosli do nove aproksimacije rjeSenja koja je oblika
In(x%))

pri Cemu je s rjeSenje sustava (3.2). Ponavljajuci ovaj postupak za x(1), dobivamo aproksi-
maciju x (?)

gdje je s rjeSenje sustava

Opcenito, dolazimo do iterativhog postupka
x (k1) — (k) 4 (k) (3.3)
k=0,1,..., gdjeje s(k) rjeSenje sustava
J s =—f (x1)), (3.4)

a J (%) Jacobijeva matrica u tocki x(F) eR™,
Ukoliko pretpostavimo da je Jacobijeva matrica J(¥) regularna onda umjesto (3.3) i (3.4)
mozemo pisati
) = x (O _(qUn= p(x®)) k=o0,1,... (3.5)
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Primjetimo da izraz (3.5) podsje¢a na Newtonovu metodu tangente (vidi [3]).

U slucaju da je Jacobijan nesingularan u svakoj iteraciji te ako pocetnu aproksimaciju x (0)
izaberemo dovoljno blizu rjeSenja x* onda Newtonova metoda kvadratnom brzinom konver-
gira prema rjeSenju sustava (3.1). To bi znacilo da Newtonova metoda ne mora uvijek konver-
girati, ali ukoliko dobro procijenimo pocetnu aproksimaciju, Newtonova metoda ¢e brzo doci

do pravog rjeSenja.
Teorem 3.1. (vidi[6]) Neka je F : R" — IR" neprekidno diferencijabilna na otvorenom konvek-
snom skupu 9, tj F € C1(9) i neka postoji x* € 9 tako da je F (x*) =0 i F’(x*) nesingularna
matrica. Nadalje, neka je F' Lipschitz neprekidna pri cemu je 9 kugla oko x* polumjera r.
Takoder, pretpostavimo da je ||F’(x*)7!|| < B. Ako pocetnu iteraciju x(©) izaberemo tako da
lx(©) —x*|| < min{r,1/(2BL)}, tada je niz (x,) definiran Newtonovim iterativnim postup-
kom dobro definiran i konvergira prema x* kvadratnom brzinom, tj.
x5+ x| < BLIx ™ —x*12,  k=0,1,...
Primjer 3.1. Pomocu Newtonove metode rijesite sustav nelinearnih jednadzbi
xiz + xz2 —4=0
X2+ x,=0
uz pocetnu aproksimaciju x(0) = [1,—1]T. Postupak prekinite nakon trece iteracije.
RjeSenje: Stavimo
fi(x, %) =xF +x5—4

fo(x1, %) = xf’ + Xo.

(k) (k)
f(x(k)):lfl(xl(k)» xz(k))]’ zak=0,1,2,...
fo(x %)

Pogledajmo graficki prikaz ovih funkcija na Slici 3.1.

T L e e B — T -

2L ]

Out{19]=

2+ B

Soeo oy AT SO S W S b

Slika 3.1 Contour Plot funkcija fi i f;
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Potrebno je izracunati i Jacobijan J(¥) pa u tu svrhu raéunamo

d fi(x1, %) —2x,, 0 fi(x1,x2) —2x,,
5x1 3x2

3f2(xlrx2) — 2 afZ(xl’XZ) —
3x1 v 3x2

(k) (k)
Sada,za k =0,1,2,...,imamo I[(k):[ 2X) 2x, ]

3(xh2
Konkretno, za k = 0, odnosno za poéetnu aproksimaciju x(©) = [1,—1]7 imamo

JO)— 229 2y _lz —2]
37 1 18 1]

Svaku sljedecu aproksimaciju racunamo po formuli (3.5). Za k = 0 dobivamo aproksimaciju

S 1 ey I i e 1y B et

2
Sada, za x(V= 2 755], ra¢unamo J(!) i dobivamo
jo| 25 -35)
4.6875 1

Aproksimacija x (2) tada iznosi

-1
@) _ (1) (1 er(y_ | 1.25] [ 25 —35] [o.625] [1.1793
FT x0T )_l—1.75] l4.6875 1 0.2031|  |-1.6219]

U zadatku se traZe prve tri iteracije pa nam preostaje izraCunati aproksimaciju x (3), U tusvrhu
raCunamo pripadajuci Jacobijan J® te dobivamo
1](2): 2.3587 —3.2438 .

41725 1

Na isti nacin na koji smo dobili aproksimacije x1) i x(2) dobivamo i aproksimaciju x(3)

pa
imamo

—1
x(?’):x(z)—(ﬂ(z))_lf(x(z)):l 1.1793 ]_l2.3587 —3.2438] l0.0214]_l1.1742]_

—1.6219 4.1725 1 0.0184| |—1.619

Dakle, treca iteracija danog sustava iznosi x(3) = [1.1742,—1.619]”.
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4 Quasi-Newtonove metode

Glavna tema ovoga rada su upravo Quasi-Newtonove metode koje zauzimaju vrlo vaZzno mjesto
medu metodama za rjeSavanje sustava nelinearnih jednadzbi. Najvec¢i nedostatak Newtonove
metode je u tome $to za svaku iteraciju treba racunati Jacobijan te inverznu Jacobijevu ma-
tricu $to znatno usporava postupak. Takoder, nedostatak ove metode je i taj $to je vrlo vazno
da se izabere dobra pocetna aproksimacija x (0), Taj problem rjeSavaju tzv. Quasi-Newtonove
metode, koje je uveo C. G. Broyden 1965. godine. Ranije, 1959. godine, Davidon je uveo klasu
Quasi-Newtonovih metoda za rjeSavanje problema minimizacije funkcije viSe varijabli bez

ogranicenja. Quasi-Newtonove metode nastale su kao generalizacija metode sekanti.

4.1 Broydenova metoda

Broydenova metoda je najjednostavnija i najpoznatija Quasi-Newtonova metoda. Pokazali

smo kako aproksimaciju funkcije f u okolini tocke x(®) mozemo zapisati kao

Fx) = FEO)+7(x)(x-x).

Oznake koje koristimo bit e jednake oznakama u Newtonovoj metodi. Kako bi u svakoj ite-
raciji izbjegli raCunanje Jacobijana Broydenova metoda trazi koriStenje aproksimacije Jacobi-

jana, Sto znaci da Ce iterativni prostupak umjesto
D) = x (O (g1 p(x (0 =o0,1,...,

glasiti
kD) = x® ()T F(x), k=01,...,

pri Cemu je B aproksimacija Jacobijana.

Podsjetimo se kako smo u slucaju funkcije jedne varijable kod metode sekanti primijenili
Newtonovu metodu samo §to smo umjesto derivacije f’(xy ), koristili aproskimaciju deriva-
cije u toCki xj:

f () = f (%)

f(xe) ~ =: by,
( ) Xk — Xk—1

odnosno
by (xp —x—1) = f (%) = f (Xe—1).
Slicno Zelimo i ovdje, odnosno umjesto Jacobijana funkcije ]I(x(k)) Zelimo koristiti njegovu

aproksimaciju koja zadovoljava uvjet
By (x) =) = £ (5 - £ (x157),
odnosno uz oznake
sea=x—xEDy = p(x®) - p(xEY),
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BiSi1=Yi- (4.1)

Temeljna ideja Broydenove metode je iz poznate matrice Bj_;, odrediti matricu By, tako da
ona bude najbolja moguca aproksimacija matrice B;_; u smislu Froobeniusove norme te da

zadovoljava uvjet (4.1), odnosno da je rjeSenje sljedeceg problema uvjetne optimizacije:
1B — Byl — min
BSi1=Y -
U svrhu rjeSavanja ovog problema definiramo Lagrangeovu funkciju
Z(B,A)=|B—B_1l3 + AT (Bst_1—y 1)

Deriviranjem Lagrangeove funkcije po B dobivamo

oY% OATBs;._
a5 BBt T Gp =B Bt Als)
a deriviranjem po A
oY%
a1 BSk17 Vi

Ukoliko % izjednac¢imo s nulom, tj.

oY
55 ~ BBk +A(sk—1)" =0

dobivamo
B=Bj —A(st1)"

Izjednacavanjem %—5{ s nulom dobivamo

Vi1 =BSp1.
Ukoliko u prethodnom izrazu B zamijenimo s B = B;_; —A(s;_1)7 slijedi
Yia= (Bk—l —A(sk-1) T)sk—l’

odnosno

Vi1 = Br 1Sk 1—A(Sk1) Tsi1.
Sredivanjem gornjeg izraza imamo

A(sk—1)"sk—1 = Bro1Sk1—Y i
odakle slijedi

-1
A= (Bk—lsk—l _yk—l) ((sk—l)Tsk—l) .
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Uvrstavanjem A uizraz B = By_; —A(s;_;)! dobivamo sljedece

-1
B=Bi_1—(Bi1si—1—V 1) ((sk-1)"sk1) (s5)”
Sredivanjem gornjeg izraza slijedi

(Be—1Sk—1—Y—1) (Sk1) T
(Sk—1) T8k

B =Bj_,—

odnosno -

(¥ km1—Bi—18k-1) (Sk-1)
($k-1) T8k

Na taj smo nacin dobili direktnu Broydenovu metodu:

B=Bj; ,+

) = x O _plrx®)), k=o0,1,., (4.2)
gdje je
ye= FEED) =), 5= xlE D2,
a matrice By se izraCunavaju iz rekurzivne formule

—B.s;)s?
Bk+1:Bk+(yk KSESE o, (4.3)
(St Sk)

Napomena: Uobitajeno je za aproksimaciju Jacobijana u to¢ki x(°) uzeti jedini¢énu matricu
reda n. U jednodimenzionalnom slucaju se Broydenova metoda svodi na metodu sekante.

Kako bi se izbjeglo racunanje inverzne matrice B;l, umjesto (4.2) moZemo rjeSavati
Bisi=—f(x0). (4.4)
Drugi nacin da se izbjegne raCunanje B;l je primjenom sljedeceg teorema.

Teorem 4.1. (Sherman-Morrison-Woodbury) Neka su u, v € R", a B € R™"*" regularna ma-
trica. Tada je B = B+ uv” regularna onda i samo onda ako jeoc = 1+v B u # 0. Ako je
o #0, vrijedi

__ 1
B'=B+uv’) = B ——BluvB.

Dokaz. Neka je zabilo koji vektory € R danx = B! y,odnosno Bx = y. Uz tako definirane

vektore imamo

Bx+(vTx)u:y. (4.5)

Ukoliko gornju jednakost pomnozimo s lijeva s v B~! dobivamo
v'B'Bx+v'B ' (v x)u=v"By,

odnosno
v'x(1+v"'B'u)=v"By.
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Kako je prema pretpostavci 1 + v’ B~ u # 0 imamo
T p-1
v'B
pTx=— "
1+vTB 'u
Sada, iz prethodnog izraza i iz izraza (4.5) dobivamo
v’ B ly

r —Uu
1+vTBlu

Bx=y—(v' x)u=y—

MnoZenjem gornje jednakosti s lijeva s B~ imamo
T p—1
v'B
B'Bx=B"'y ——le_lu.
1+vTB " u

Koristenjem x = By slijedi

B Bl B luvTB!
x= = —_|y.
y 1+vTB lu y

Kako je 0 =1+ vT B 'u slijedi

_ 1
B'=B+uv)'=B'-=B 'uv"B7".
o

U
Koristenjem prethodnog teorema izracunat ¢emo B;Ll iz izraza (4.3). Ukoliko stavimo
oznake
—Bygs
u=YE" 2Kk, Sk
(Sk Sk)
imamo

k—Bksk> ($i By i)

1y
=1 B! =
d +<S’“ K (55 5g) (St Sr)

Sada, koriStenjem Teorema 4.2 imamo

—1 T p—1
Bl —p-! (Sk,Sk) 1Y~ Bgsk Tp-1_ g-1 B (.Vk_Bksk)skBk
e R K (st 80) SkBr =B — B! ‘
k»Dy J’k> k»Sk (Sk, k y1€>
odnosno i _— » _—
B! _B—l_(Bk Yi—Sk)sy By _ gl (sk—Bi ¥i)si By
k+1 = Pk - =By -
i (s By i) (si By 1)
Ako oznatimo Hy := B', ondaje Hy, := By | definiran's

(sk—Hyy)spHy
(St Hryy)

Hi ,=H;+

)

uz uvjet (sy, Hyy ) 7 0.
Na taj smo nacin definirali inverznu Broydenovu metodu:

x (k1) — (k) —ka(x(k)), k=0,1,...
Broydenova metoda sporija je od Newtonove metode.
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Teorem 4.2. (vidi[6]) Neka je F : IR" — IR" neprekidno diferencijabilna na otvorenom konvek-
snom skupu 9, tj F € C1(2) i neka postoji x* € 9 tako da je F (x*) =0 i F'(x*) nesingularna

matrica. Nadalje, neka je F’ Lipschitz-neprekidna funkcija.

1. Tada postoji § > 0 takav da ako je||B.—F'(x¥)|| < & i||x(®) —x*|| < &, niz definiran s

x (k1) = x (k) B'F (xk)) je dobro definiran i konvergira ka x*.
2. Ako pri tome vrijedi da||B;— F’(x%))|| — 0, tada je konvergencija superlinearna.

3. Ako postoji konstanta C takva da ||B—F’(x(®))|| < C||F (x(%))||, tada je konvergencija

kvadraticna.

Ukoliko je x(%) dovoljno blizu nulto¢ki x*, gdje je J(x*) nesingularna i gdje je B, dovoljno

blizu ] (x (0) ), tadaniz {x (k)} dobiven Broydenovom metodom konvergira superlinearno prema

*

X .

Primjer 4.1. Pomocéu Broydenove metode rijesite sustav nelinearnih jednadZbi
(1—1)*+ (xp—1)*+xF =1
(x1—1)2+x22+ (x3—1)>=1
xl2 + (=1 +(x5—1)* =1
uz pocetnu aproksimaciju x(0) = [0,0,0] T, Postupak prekinite nakon trece iteracije.
RjeSenje: Stavimo
fi(x1, %2, x3) = (X1 —1)* + (xp—1)* + x5 —1
fo(x1, %2, x3) = (x1—1)° + x5 + (x3—1)*—1
fi(x1, %, 33) = %7 4 (= 1)* + (x5 —1)*—1
Tada je

£, gt )

k) _(k
' X3
f(x(k)): fZ(xl(k)» xz(k)rx?fk)) »Za k= 0,1,2,...
k) (k) _(k
A5, )
Za razliku od Newtonove metode sada neCemo morati racunati Jacobijan funkcije u svakoj

iteraciji ve€ cemo ga aproksimirati matricama B,k =0,1,2,...

Za B, uzimamo jedini¢nu matricu reda n, odnosno reda 3. Dakle, By=

S O =
o = O
—-— O O
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Prvo rje$avamo sustav Byso = — f (x(?)). Uvrstavanjem By i f(x(?)) dobivamo

(0)
1 0 Of|% —1
o1 0| =]-1],
0 01 (0) -1
S3
—1
odakle slijedi sl(o) = —1,32(0) = —1,33(0) =—1.Dakle, so = |—1].
—1
Sada ratunamo x(1). Imamo
-1
-1

Da bismo mogli izraCunati aproksimaciju B, prvo moramo izracunati y ,:

8 1 7
yo=fxW)—f")=18|-|1| = |7].
8 1 7
Sada je
7 1 0 0] |—-1
7(—=10 1 o [-1| |[[-1 -1 —1]
(vo—Boso)s! |1 99 71 o o 1] |—1
B, =By+ =(0 1 0]+ 3 )
<SO’SO> 00 1
odnosno
-8 -8 -8
-8 —8 -8
1 00 8 -8 -8 —1.66667 —2.66667 —2.66667
B;=1|0 1 0]+ 3 = | —2.66667 —1.66667 —2.66667 | .
0 01 —2.66667 —2.66667 —1.66667
Kako bismo mogli izra¢unati x(2) ponovno rjesavamo sustav Bys; = —f (x(k)), ali ovaj puta
za k = 1. Imamo
Bis;=—f(x),
odnosno .
—1.66667 —2.66667 —2.66667 51() —8
—2.66667 —1.66667 —2.66667 | |s\") | =|-8].
—2.66667 —2.66667 —1.66667 (1) —8

Dakle, dobili smo sustav jednadzbi
—1.66667s.") —2.66667s,") —2.66667s.") = —8
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—2.66667s.") —1.66667s,") —2.66667s.") = —8
—2.66667s") —2.66667s,") —1.66667s.") = 8.

RjeSavanjem sustava dobivamo da je sl(l) =1.14286, 52(1) =1.14286, 33(1) = 1.14286, odnosno
1.14286

s;=|1.14286].
1.14286

Aproksimacija x (2) sada iznosi

1.14286] [-1 0.14286
x@® =g, +x1) =|1.14286| + |—1| = [0.14286] .
1.14286| |1 0.14286
Racunamo
—7.51021
y =f(x®)—f(xW) = |-751021
—7.51021

Sada imamo sve §to nam je potrebno kako bi mogli izracunati B:

0.560 0.560 0.560

0.560 0.560 0.560
T —1.66667 —2.66667 —2.66667 0.560 0.560 0.560

B, =B, + = [—2.66667 —1.66667 —2.66667 | 4 ’

(s1,81) —2.66667 —2.66667 —1.66667 3.91839

odakle slijedi
—1.52375 —2.52375 —2.52375
B, = |—2.52375 —1.52375 —2.52375
—2.52375 —2.52375 —1.52375

Preostalo nam je jo§ izracunati s, kako bismo mogli dobiti x®). RjeSavamo

Bys, = —f(x(z))’

odnosno
—1.52375 —2.52375 —2.52375 31(2) —0.48979
—2.52375 —1.52375 —2.52375| |s\?)| = [—0.48979
—2.52375 —2.52375 —1.52375 Séz) —0.48979
0.07454 0.21739
Rjesenje gornjeg sustava je s, = | 0.07454 | pa je trazeni x(3) = s, + x(2) = [0.21739
0.07454 0.21739
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4.2 Davidon-Fletcher-Powellova metoda (DFP metoda)

Prije nego krenemo analizirati Davidon-Fletcher-Powellovu (DFP) metodu te Broyden-Fletcher-
Goldfarb-Schannovu (BFGS) metodu prisjetimo se pojmova i svojstava koji ¢e nam biti po-

trebni u nastavku.

Definicija 4.1. Nekaje f = [fi, f>, ..., fu] : R" = R" funkcija koja ima neprekidnu drugu deri-

vaciju naR" i neka jex =[xy, Xy, ..., X, ] € R". Tada matricu

[ 0%f 0% fi 2%fi T
6x12 0x10xy " 0x10x,
2%k 2% %
H= 5x26x1 axzz e axzaxn
02 fn 02 fn 0% fn
| 0x,0x1 Oxp0xp °°° ox3 |

nazivamo Hessijan ili Hesseova matrica.

Definicija4.2. Kazemodafunkcija f : 9 — R, 2 CIR" utockix* € 9 postize lokalni minimum
ako postoji okolina 0 (x*) takva da je f(x) > f(x*) za svex € 0(x*)N9. Tocku x* zovemo
tocka lokalnog minimuma ili lokalni minimizator funkcije f. KaZzemo da je x* tocka strogog
lokalnog minimuma ili strogi lokalni minimizator funkcije f ako postoji okolina 0 (x*) takva
daje f(x)> f(x*) zasvex € 0(x*) N2\ {x*}.

Teorem 4.3. Neka je f € C'(2) neprekidno diferencijabilna funkcija definirana na otvorenom
skupu 9 c R" i neka je x* tocka lokalnog minimuma od f. Tada vrijedi
(i) x* je stacionarna tocka funkcije f, tj. Vf (x*) =0,

(ii) ako je f € C*(2), njezin Hessijan V? f (x*) u tocki x* je pozitivno semidefinitna matrica.

Za razliku od Broydenove metode koja sluZi za rjeSavanje sustava nelinearnih jednadzbi,
DFP i BFGS se koriste za optimizaciju funkcije. Quasi-Newtonove optimizacijske metode
kompliciranije su od onih za rjeSavanje sustava nelinearnih jednadZbi jer metode za rjeSa-
vanje sustava nelinearnih jednadZbi ne cuvaju simetri¢nost i pozitivhu definitnost koji su po-
trebni za metode linijskim pretraZivanjem u optimizaciji $to bi moglo potaknuti konvergen-
ciju prema lokalnom maksimumu. Kod metode linijskim pretraZivanjem za danu aproksima-
ciju x(¥) € R”, aproksimaciju x(¥*1) trazimo u obliku x ¥*1) = x(6) - 2, p., k = 0,1,2, ...,
gdje je x(©) pocetna aproksimacija, p © € R™ vektor smjera, a A > 0 duljina koraka.

Za diferencijabilnu funkciju f : R” — IR problem optimizacije moZemo promatrati kao pro-
blem rjeSavanja jednadZbe
F(x)=0

pri ¢emu je F : R" — R" takva da je F(x) = f’(x). Dakle, problem moZemo rijesiti nekom

od metoda za rjeSavanje sustava nelinearnih jednadzbi, ali i pomocu iterativnih metoda za
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rjeSavanje optimizacijskog problema. Jedna takva metoda je i Davidon-Fletcher-Powellova
metoda. DFP metodom dobivamo aproksimaciju Hessijana iterativnim postupkom. Proma-
tramo metode za koje je smjer silaska definirans q;, = —HV f (x(k) ), gdje je H pozitivho
definitna matrica. Takoder, interesantne su nam one metode koje matricu H s ; relativno jed-
nostavno racunaju iz matrice H ;. U tom slucaju ne moramo u svakoj iteraciji rjeSavati sustav
V2 f(x0) g, ==V f(x(F)) veé u svakoj iteraciji mnozimo matricu H . s vektorom V f (x(¥)).

Matricu H . ; ¢emo u svakom koraku generirati tako da vrijedi
Hit (VA (0) =9 £ (x9)) =) —x 0

Oznacimo
Ve =VFEED)-VEH), s —x Do)

Zelimo pronadi pozitivno definitnu matricu H_; koja zadovoljava
Hi Y= Sk (4.6)

Kao $to smo vec ranije rekli, Zelimo da se matrica Hj, lako racuna iz matrice Hy. To bi
znacilo da H ., dobijemo tako da matrici H ;. pribrojimo neku jednostavnu matricu E. Tada
imamo

Hi, =H;+E.

Ako matricu H ., definiranu kao u prethodnom izrazu uvrstimo u (4.6) dobivamo
(Hi+E)yj = sy

Na ovaj nacin smo problem sveli na odredivanje matrice E koja zadovoljava
Ey,=si—Hy.

Matrica E je simetriCna jer su simetricne i matrice Hy i Hy,. Najjednostavnija simetricna

matrica M koja zadovoljava

Mx=y
ima oblik r r
_yy _yy
y'x  (y,x)
gdje su x i y zadani vektori. PokaZimo da ovako definirana matrica M zadovoljava Mx =y.
UMx =y uvrstimo M = (J;,LxT) pa imamo

T T
My=YY _ YWE) _yx)

¥,x) (¥,x) (¥, %)

Tada za matricu F definiranu kao

SkSZ sksg

sy (s
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vrijedi Fy ;. = s}, a za matricu

o Heyi(Hey)"  HiyeyiHe  Hiy ey He

(Hiy )Ty YiHy Vi Hiy )
vrijedi
Hpy (Hey,)"
T Hey )Ty OF ¢

Kakoje Fy; = sxiGy; = H}y, onda umjesto

Ey,=sr—Hyy,
imamo
Ey.=Fy.—Gy,
odnosno
E=F—G.

Dakle, matrica E je definirana pomocu F i G pa imamo

T T
SiS H H
E=F-G=—"%k _ ViV Tk

(sye) WeHeyr)

Konacno, matrica H; definiranaje s

SkSt _HkykylfHk
(Soye) WeHy)

Hk+1 :Hk+ (47)

gdje je
ye=VFEED) - pE®),  sp=a g ®),

Ovako definiran H ., zadovoljava
Hieor (VF(600) =9 £ (x9)) =) 50

Ova metoda se naziva Davidon-Fletcher-Powellova metoda. (vidi[7])

Pokazimo da je Hy; dobro definiran, odnosno da su nazivnici (sg,y;) i (¥, Hry ) U
izrazu (4.7) razliciti od nule. Ukoliko je V f (x(k)) # 0 nazivnici u izrazu (4.7) biti ¢e strogo
veciod 0.

Ako imamo egzaktan izbor koraka f(x%) +:p.)) = I{Q{}f(x(k) + Ap;)) vektori p, i
V f (x(k+1)) biti ée okomiti. PokaZimo to.

Obzirom da je A toCka minimuma, imamo

d
0=— (x® +ap,) = (VF(E +Aep i) pi) = (VF (x5Y), py).
A=A
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Gornja jednakost nece vrijediti u slu¢aju da korak biramo nekom numerickom metodom, a

ne egzaktno. Tada je jednoznacno odreden uy 7 0 i vrijedi

(VFEED), po) = uVF(x0), pL.

Ukoliko duljinu koraka ne biramo egzaktno vrijedit e uj ~ 0, a ukoliko je izbor koraka egzak-
tan onda je uy = 0 te dobivamo tvrdnju koju smo ve¢ dokazali.
Sada,zay, = Vf(x*kt)) -V f(x(K)), s = x(k+D) —x (k) j x(k+1) _x(K) = 2, p . imamo

sty = (VFEF) v (x®), x50y = (v £ (x ) -9 £ (x0), A, p ).

Sredivanjem gornjeg izraza i koriStenjem dokazanih tvrdnji dobivamo

siye=2[(VFEE), p ) —(VF(ER), p ] = [V F (x50, p ) = (W F (x5), p )],

odnosno

sty =2 (ue— D)V F (%), p ) = A (i — 1)V (x0), H 9 f(x0)).

Obzirom da je V£ (x(F)) # 0 te da je H . pozitivno definitna matrica onda je gornji skalarni
produkt strogo pozitivan. Ukoliko je pri tome i u; < 1 dobivamo tvrdnju koju smo Zeljeli
pokazati, tj. sy > 0.
Preostaje nam jo$ pokazati da je y,ZH kY > 0. Obzirom da je matrica H pozitivno defi-
nitna, vrijedit Ce
YiHy, 20.

Izraz y{ Hy . Ce biti jednak nuli samo ako je V f (x (k+1)) = v £ (x(K)), odnosno y, = 0. U

tom slucaju je
(VF ) p) =V (x9),pp),

odnosno uj = 1.

Kao i u prethodnom slucaju, ako je uj <1 vrijedit ce

y,ZHkyk>0.

Dokazivanjem ove dvije tvrdnje pokazali smo da je matrica H ;. dobro definirana. Znamo da
je matrica H ;. pozitivno definitna pa je onda i simetri¢na. Ono §to znamo iz definicije matrice
H ., je da je ta matrica simetriCna, ali ne moZemo nis$ta reci o tome je li pozitivno definitna
ili ne. Neka je g € R” proizvoljan, takav da je g # 0. Obzirom da je H pozitivno definitna
matrica, moZemo je zapisati kao

H,=LL",
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pri ¢emu je L regularna donjetrokutasta matrica. Uvodenjem oznaka u = LTqiv =Ly,

dobivamo ) )
(si.q)° (uv)
(sk’yk> <U, l’>

(Hi1q,q) = (u, u) +

Znamo da je éil’jz; >0jerje (sg,¥ ) > 0. Takoder, kao posljedica Schwartzove nejednakosti
vrijedi i
(u,v)? o {wv)® lullPllvl®—(u,v)?
(u,u)— = |lull”— = >0.
(v,v) vl w2

Iz zadnja dva izraza slijedi da je (Hy,1q,q) > 0. Pokazimo da je (Hy119,q) # 0. Ukoliko je

(H.14,q) =0, onda zbog ranije dokazanih tvrdnji mora vrijediti
llulllv]l* —(u, v)* =0.

Gornji izraz Ce vrijediti samo ako su u i v kolinearni, tj. # = av. U tom sluCajujeiq = ay;
pri cemu je a # 0 jer je g # 0. Takoder, ako je (H14,q) = 0 onda mora vrijediti i sljedeci

izraz ( r )2 )
s q (say)
$i Yk (St ¥ i)

Dosli smo do kontradikcije s 0 < s,{yk = (St ¥ ) ¢cime smo dokazalidaje (Hy114,q) > 0.

Primjer 4.2. Pomocu Davidon-Fletcher-Powellove metode odredite prve Cetiri aproksimacije
minimuma funkcije

fx1, %)= xf+x;+x22

uz pocetnu aproksimaciju x(©) = [0.5,—0.5]7 .

RjeSenje:

Slika 4.1 Graficki prikaz funkcije f(xy, xp) = x{ + x5 + x7
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Kao i u Broydenovoj metodi, za H, uzimamo jedini¢nu matricu ¢ije dimenzije odgovaraju

broju varijabli u funkciji f, tj. jedinicnu matricu reda 2. Dakle,

10
-y ]

Odredimo prvo gradijent funkcije f u nekoj tocki x (%):

5f(x1(k)yxz<k_)) 3
(k) (k) 2" Axy
\Y ) = = .
f(xl 2 ) 8f(x1<kl),x2(k)) 4x§+2x2
o)
2

Gradijent u to¢ki x (%) iznosi
(0)y _ 0.5
Aproksimaciju minimuma u svakoj sljedecoj iteraciji racunamo kao

pajeonda,zak =0

x) =5 —Hovf(x(())) - l—OOSS]_l(l) (1)] [_01551 - l(l)]

Sada moZemo izracunati s,. Opcenito,

k+1) _ (k).

sp=x! x

Dakle, so = x(1) —x(0), Uvr§tavanjem dobivamo sy = l_1055] Kako bismo mogli izracunati
aproksimaciju Hessijana u tocki x() potrebno je jos odrediti y ,. OpcCenito je
yi=Vf ) -vr ),

Za k = 0 uvrStavanjem dobivamo

o=y < [0 [ 02 23]

Sada imamo izracunato sve §to nam je potrebno da bismo mogli odrediti H;. Aproksimaciju

Hessijana racunamo po formuli

SkSt _Hkyky,:CHk

Hi . ,=H;+ )
i Ve sk) VoH)

Dakle, za k = 0 imamo

0.25 —0.75] lo.zs —3.75]

sosd  HoyoyiHoy [1 0 [—0.75 0.25 —3.75 56.25
H1:H0—|— — — —|— —
Yorso) (Yo Hoy,) [0 1 11.5 56.5

)
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odnosno
B [1.01732 0.00115]
1 — .

0.00115 0.02174

Sada mozemo izraéunati aproksimaciju minimuma x (%), Slijedi,
@ _ 0 _pg 1)y — 0 |1.01732 0.00115 0] _ —0.0069
oo V() l1 0.00115 0.02174)(6] | 0.86956 |

Uvrstavanjem x(V ix () us; = x —x(1) dobivamo s; = __00'10300394 ,auvritavanjem V f (x (1))
ivVi(x®)uy, =Vf(x@)=vf(x1)) dobivamo y, = l_o'_ologggégml. Aproksimacija H,

racuna se po formuli
T T
s15;  Hy,y, Hy

H,=H,+
2 ! (vi,s1) (uHyyy)

pa uvrstavanjem imamo

0.00004761 0.00090004] [0.000003522 0.000066542
[1_01732 0_00115] 0.00090004  0.017015 0.000066543  0.0012571

0.00115 0.02174 0.21273 0.05782

2 =

)

odnosno
1.01704 —0.00423]

H, =
2 l—o.00423 —0.07998

Ponavljamo postupak pa raCunamo xG). Aproksimacija x (3) jznosi
3) _ (2)_ 2)y — 0.011583
¥ =x T —HVf (x7) l 1.219

Sada racunamo s, iy, paimamo

JNE) x(g)_'0.011583] l—0.0069]_l0.018483]
1= - - - )

1.219 0.86956 | | 0.34944

0.000006216] [—0.000001314]  [0.00000753
yz:vf(x(g))_vf(x(z)):_ 9.68355 l_ 4.36914 ]:l 5.31441 ]

Racunamo jo$ H3. Slijedi,

H3;=H;+

sps]  Hpy,y H, [1.01708 —0.00348
¥, 82) (v, Hyy,) |—0.00348 —0.06575|

Konacno, traZzena aproksimacija minimuma za k = 3 iznosi

4) _ .(3)_ 3)\ _ 0.04528
¥ =X —HVf(x )_l1.85569 ‘
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4.3 Broyden-Fletcher-Goldfarb-Schannova metoda (BFGS metoda)

Zarazliku od prethodne metode u kojoj smo dobili rekurzivnu formulu za matricu koja sve vise
nalikuje Hessijanu minimizirajuce funkcije sada ¢emo traZiti rekurzivnu formulu za aproksi-
maciju matrice koja ¢e nalikovati na inverzni Hessijan minimizirajuée funkcije.
Pretpostavimo daimamo H ' = [V f (x(K))]~1 to je aproksimacija inverznog Hessijana. Ze-
limo pronaci aproksimaciju inverznog Hessijana H ., | = [V2f (x K+ gdje je x (k1) =
x(%) 4 5. Quasi-Newtonov uvjet bio je oblika By1S; = ¥, pa je inverzni Quasi-Newtonov
uvjet

-1 o
Hi Vi =Sk

BFGS metoda dobiva se iz DFP metode tako da se s i y; zamjene. Aproksimacija Hessijana
u to¢ki x(F+1) raduna se na nacin da se aproksimaciji Hessijana H ; dodaju dvije simetri¢ne

matrice pri cemu je svaka od njih matrica ranga 1:
Hy=Hip+ Ui+ V.

Dakle, vrijedi

rank(H ., —Hp) <2

pa zato ova metoda pripada u metode reda 2.
Aproksimacija Hessijana se racuna po formuli
Yi¥i HisgsiHp

Heo=H - ,
A k+<)’k!sk> (St Hpsg)

gdje je y, = VF(x* D)) —vf(x*)is, = xk+t1) —x(*), Iz gornjeg izraza, primjenom

Sherman-Morrisonove formule, dobivamo inverzni Hessijan

T T T

_ SkY i 4 YiSk SkSk

H,! :(I——)H (1— )+ , k=0,1,2,.. (4.8)
k+l Ve Sk) Veos)) sk

Ova metoda se naziva Broyden-Fletcher-Goldfarb-Schannova metoda.

Primjer 4.3. Pomocu Broyden-Fletcher-Goldfarb-Schannove metode odredite pruve tri aproksi-

macije minimuma funkcije
_ 2 2
f(xl, XZ) = X1— X2 —|—2x1 +2x1% + X,

uz pocetnu aproksimaciju x(©) = [0,0]7.
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RjeSenje: Kao i u prethodnim metodama, za H, uzet ¢emo jedini¢nu matricu. Dakle,

o= 3
Gradijent funkcije f u to¢ki x (%) je
of (" 5"
UCREUE W e |

Aproksimaciju minimuma u svakoj sljedecoj iteraciji racunamo po formuli

Izratunajmo sada aproksimaciju x(1).

xD =xO_H v f(x0) = m _l(l) (1)] [—11] - [_11]

Na isti nacin kao i u DFP metodi ra¢unamo s. Vrijedi,

Dakle, za k = 0 slijedi

oeeroer-

IzraCunajmo sada y,. Opcenito vrijedi
yi=VF ) v "),
Dakle,
-1 1 —2
vo=vr-vr= = 1] [5)
-1 -1 0
Za razliku od DFP metode ovdje ¢cemo racunati aproksimaciju inverznog Hessijana i to po

T T T
S S S-S
H;frl ——(I— Vi )H;l(l— ViSk )+ Kk
Vi Sk) Vi Sk) Vi Sk)

formuli

pricemuje k=0,1,2,...

Izratunajmo sada H{" iz

H—lz(z— S0 )H_I(I— Yoso )+ S080
! (Yo 80) 0 (¥o,S0) (Yo S0)
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Slijedi,

"= |s ﬂ—l_z y HRlIE o]_lﬁ niRE

H'=
0 1f||o 1 2 2

odnosno

0.5 —0.5
-1 _
H, = l—o.s 2.5 l

IzraCunajmo sada aproksimaciju minimuma x(2). Imamo,

2@ =x0—H7v p(x) = l_lll_l—ofs _2(.)'55] t” - l‘ﬂ-

Sada, preko formula za s i y ; racunamo

oo

y=vr)-vra = -0 -[i)

Izracunali smo sve §to nam je potrebno kako bismo odredili aproksimaciju H 51 paimamo

H_lz(I— $1¥1 )H‘l(I— Vist )+ $150
2 ¥1,81) ! ¥ 81) ¥1,81)

te

odakle uvrStavanjem dobivamo

[0 0] lo 8] lo 0]
|1 o] [8 8]|[o5 —o05][[1 o] [0 8 0 4
Ha = [0 1] s ||-05 25]||lo 1|7 8 |T &

odnosno
0.5 —0.5]

-1 __
H, _l—o.s 1

Sada moZemo izraCunati traZenu aproksimaciju minimuma za k =2, tj.

e A P P
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Sazetak

U ovome radu ukratko smo se upoznali s Newtonovom metodom tangente i metodom se-
kante za rjeSavanje nelinearnih jednadZbi. Za obje metode izveli smo pripadne formule te
rijesSili primjere. Drugi dio rada bavi se rjeSavanjem sustava nelinearnih jednadzbi. U ovome
dijelu prisjetili smo se nekih vaznijih pojmova poput Jacobijeve matrice i regularne matrice te
smo izveli Newtonovu metodu. Naveli smo osnovna svojstva ove metode te rijesili pripadni
primjer. U glavnom dijelu rada upoznali smo se s Quasi-Newtonovim metodama, naveli raz-
log njihova koristenja te izveli Broydenovu, Davidon-Fletcher-Powellovu i Broyden-Fletcher-
Goldfarb-Schannovu metodu. Za svaku od ove tri metode naveli smo neka osnovna svojstva

te rijesili po jedan primjer.

Kljucne rije€i: nelinearne jednadzbe, Newtonova metoda, metoda sekante, sustav nelinear-
nih jednadzbi, Jacobijeva matrica, Broydenova metoda, Davidon-Fletcher-Powellova metoda,

Broyden-Fletcher-Goldfarb-Schannova metoda
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Summary

In this paper we introduced to the Newton’s tangent method and secant method for solving
nonlinear equations. For both methods we derived formulas and solved examples. Second
part of paper refers to solving systems of nonlinear equations. In this part we remembered
some important terms such as Jacobian matrix and regular matrix and we derived formula for
Newton’s method. We gave a main properties of Newton’s method and solved one example.
In the main part of paper we introduced to the Quasi-Newton’s methods, we gave the reason
why we use them and derived formulas for Broyden, Davidon-Fletcher-Powell and Broyden-
Fletcher-Goldfarb-Schanno method. For each of these three methods we gave some impor-

tant properties and we solved examples.

Key words: nonlinear equations, Newton’s method, secant method, system of nonlinear equ-
ations, Jacobian matrix, Broyden method, Davidon-Fletcher-Powell method, Broyden-Fletcher-
Goldfarb-Schanno method
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Zivotopis

Rodena sam 4.10.1995. godine u Osijeku. Pohadala sam Osnovnu $kolu Fran Krsto Franko-
pan nakon koje upisujem III. gimnaziju u Osijeku. Tijekom srednje Skole sudjelovala sam u
natjecanju mladih Hrvatskog Crvenog kriZa te sam, zajedno s ekipom, osvojila Cetvrto mjesto
na drzavnom natjecanju. Vise od 10 godina volontiram u Crvenom kriZu te sam sudjelovala u
brojnim aktivnostima kao $to su radionice pruZanja prve pomociu srednjim $kolama, deZura-
nje na Svjetskom gimnastickom kupu (World Cup Osijek), deZuranje na ispracaju maturanata
te prikupljanje i sortiranje pomoci za stradale u potresu. Godine 2014. upisujem preddiplom-
ski studij matematike na Odjelu za matematiku u Osijeku. Preddiplomski studij zavrSila sam
2018. godine uz zavrsni rad na temu Runge Kutta metode za numericko rjeSavanje diferenci-
jalnih jedandzbi. Iste godine upisujem diplomski studij Financijske matematike i statistike.
Struc¢nu praksu odradila sam u Zagrebackoj banci. Krajem 2020. radila sam na zamjeni iz
matematike u Osnovnoj §koli Antunovac. Godine 2021. zavr$ila sam Pedagosko psiholosko

didakticko metodicku izobrazbu na Filozofskom fakultetu u Osijeku.
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