
Sveučilǐste J. J. Strossmayera u Osijeku
Odjel za matematiku
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2.1 Dinamički sustavi, ciklusi i dijeljenje težina . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
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Uvod

Cilj strojnog učenja je dizajnirati algoritam kojim računalo može nešto naučiti na temelju
danih podataka. Što i kako će naučiti ovisi o problemu koji želimo riješiti i dizajnu algoritma.
Neki od takvih problema su:

� Klasifikacija, gdje želimo odrediti funkciju f ∗ : Rn → {1, . . . , k} koja podatke x ∈ Rn

pridružuje jednoj od k ponudenih klasa. Primjerice, podatak može biti vektorska
reprezentacija rečenice iz prirodnog jezika, a klase pozitivan i negativan sentiment
rečenica.

� Regresija, gdje za ulaz x ∈ Rn odredujemo pripadnu vrijednost y ∈ R, odnosno želimo
odrediti funkciju f ∗ : Rn → R koja najbolje opisuje dani skup podataka. Jednostavan
model regresije je linearna regresija, gdje je model funkcija zadana s f ∗(x) = wTx+ b,
pri čemu su w ∈ Rn i b ∈ R parametri koje algoritam treba izračunati.

� Prijevod teksta, gdje tekst u nekom prirodnom jeziku prevodimo u neki drugi jezik
tako da tekstovi imaju što bliže značenje.

� Procjena gustoće, gdje za skup podataka {x1, . . . ,xN} ∈ Rn odredujemo funkciju
pmodel : Rn → R koju interpretiramo kao funkciju gustoće iz koje je skup podataka
uzorkovan.

Umjetne neuronske mreže su načini računanja funkcija koje aproksimiramo u gore na-
vedenim problemima, inspirirane radom neurona u ljudskom mozgu. Opis računanja neke
funkcije se u teoriji izračunjivosti zove model računanja pa možemo reći da su umjetne
neuronske mreže specifičan model računanja funkcija.

U ovom radu ćemo se baviti rekurentnim neuronskim mrežama i njihovim primjenama u
klasifikaciji, predvidanju naziva i predvidanju funkcionalnosti programskog koda. Ovo polje
učenja je znatno napredovalo u zadnjih nekoliko godina, toliko da postoje modeli koji na
temelju kratkog opisa funkcije mogu samostalno i točno napisati tijelo te funkcije.1

U prvom poglavlju ćemo definirati feedforward neuronske mreže2 i dati efikasan algori-
tam za njihovo učenje. U drugom poglavlju ćemo definirati rekurentne neuronske mreže,
usporediti ih sa feedforward te izvesti izmijenjeni algoritam za njihovo učenje. Opisat ćemo
enkoder-dekoder arhitekturu kojom je moguće definirati generativne (primarno jezične) mo-
dele i vidjeti kako riješiti problem dugih ulaznih nizova koristeći tzv. attention mehanizam.
Na kraju ćemo dati pregled radova koji koriste rekurentne neuronske mreže za klasifikaciju,
predvidanje naziva i funkcionalnosti programskog koda, zajedno sa implementacijom modela
za klasifikaciju koda.

1Github Copilot (https://copilot.github.com/) je modificirana verzija jezičnog GPT-3 modela, na-
mijenjena za pisanje programskog koda.

2Izraz je moguće prevesti kao unaprijedna neuronska mreža. U nastavku ćemo koristiti feedforward
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1 Osnove neuronskih mreža

Princip rada umjetnih neuronskih mreža dolazi iz pojednostavljenog poimanja računanja
u ljudskom mozgu. Umjesto direktnog računanja složenih izraza, računanje se vrši unutar
velikog broja jednostavnih jedinica računanja (neurona) povezanih s ostalim neuronima.

Prvu neuronsku mrežu koju je moguće trenirati, perceptron, definirao je Rosenblatt
1957. godine [14]. Ipak, ova grana strojnog učenja pravi procvat je doživjela tek početkom
21. stoljeća.

U ovom poglavlju ćemo definirati feedforward neuronsku mrežu i pokazati kako naučiti
neuronsku mrežu da riješi neke od zadataka strojnog učenja.

1.1 Neuroni i feedforward neuronske mreže

Umjetni neuron je funkcija koja računa težinsku sumu n vrijednosti i na nju primijenu neku
aktivacijsku funkciju a : R → R. Drugim riječima, za ulaze x1, . . . , xn ∈ R i težine
w1, . . . , wn ∈ R neuron računa

h := a(w1x1 + · · ·+ wnxn + b), (1.1)

gdje je b tzv. bias parametar 3. Kombinirajući neurone, težine veza izmedu neurona i različite
aktivacijske funkcije moguće je složiti neuronsku mrežu.

Primjer 1.1. Pretpostavimo da smo za rješavanje problema klasifikacije s dvije klase za
model funkciju odabrali

f(x) = σ(W ᵀ
2 tanh (W ᵀ

1 x+ b1) + b2), (1.2)

gdje je x ∈ R3,W1 ∈ R3×4,W2 ∈ R4×2, b1 ∈ R4, b2 ∈ R2, a funkcije σ : R → (0, 1)
sigmoidalna funkcija zadana s σ(x) = 1

1+exp (−x) i tanh : R→ (−1, 1) tangens hiperbolni koje
se na vektore primijenjuju po komponentama.

Izraz je nezgrapan, ali ga je moguće prikazati kao kompoziciju jednostavnijih funkcija i
prikazati skupom povezanih neurona na slici 1.

Prvi, lijevi sloj mreže nazivamo ulaznim slojem, desni sloj mreže zovemo izlaznim slojem,
dok sve slojeve izmedu ulaznog i izlaznog zovemo skrivenim slojevima mreže. Sve težine
izmedu i-tog i (i+1)-vog sloja prikazujemo matricomWi. Primjerice, težina izmedu neurona
x2 i h3 jednaka je W13,2 .

Uočimo da se neke oznake u grafičkom prikazu razlikuju od onih u izrazu (1.2). Umjesto
oznake b za bias parametar koristimo neuron čija je vrijednost uvijek jednaka 1, a ele-
mente vektora b postavljamo kao težine bridova koji spajaju taj bias neuron s neuronima u
sljedećem sloju.

Na ovaj način smo funkciju f prikazali kao f = f2 ◦ f1, gdje su

f1(x) = tanh (W ᵀ
1 x+ b1)

f2(h) =σ(W ᵀ
2 h+ b2).

Iako za shvaćanje rada neuronskih mreža nije nužno dati strogu definiciju, korisno je zbog
jednostavnijeg rješavanja eventualnih nedoumica.

3Može se koristiti naziv prag, jer odreduje koliku vrijednost težinska suma mora postići da bi rezultat bio
veći od nule. U nastavku ćemo koristiti izraz bias parametar.
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Slika 1: Arhitektura feedforward neuronske mreže s jednim skrivenim slojem

Definicija 1.1. Feedforward neuronska mreža je uredena trojka (G,w,A), gdje je G = (V,E)
usmjeren, aciklički, povezan graf, w : E → R funkcija težine nad bridovima i A : V → RR

funkcija koja svakom vrhu pridružuje aktivacijsku funkciju av := A(v).

Definicija 1.1 nǐsta ne govori o računanju unutar neuronske mreže, ali za računanje želimo
iskoristiti definiciju neurona (1.1). Svakom neuronu bez ulaznih bridova dodijeljujemo kom-
ponentu ulaza u mrežu x ili vrijednost 1 ako se radi o bias neuronu te sve takve vrhove
označavamo posjećenima. Zbog konstrukcije grafa G, sve dok svi vrhovi nisu posjećeni,
možemo odabrati jedan vrh v takav da su svi vrhovi u za koje postoji brid (u, v) ∈ E
posjećeni, te izračunati

zv :=
∑

(u,v)∈E

w(u, v)hu (1.3)

hv := av(zv). (1.4)

Vrijednosti neurona koji nemaju izlaznih bridova tada smatramo izlazima mreže.
Nadalje ćemo se ograničiti samo na specifičan podskup feedforward neuronskih mreža.

Kao u primjeru 1.1, poželjno je neurone razvrstati u slojeve, odnosno napraviti particiju
skupa V na neprazne, disjunktne podskupove V0, V1, V2, . . . , VL koji u uniji daju V . Particiju
radimo tako da svaki brid e ∈ E povezuje vrhove iz Vi−1 i Vi za neki i ∈ {1, . . . , L}.

Unutar svakog sloja osim zadnjeg postavljamo bias neuron čija vrijednost uvijek iznosi
1, odnosno aktivacijska funkcija mu je zadana s av(x) = 1.

Skup V0 nazivamo ulaznim slojem, VL izlaznim, a V1, . . . , VL−1 skrivenim slojevima mreže.
Broj L nazivamo dubinom mreže, a maxl=0,1,...,L |Vl| širinom mreže.

Kako u neuronskoj mreži za ulaz x ∈ Rn želimo izračunati neki izlaz ŷ ∈ Rm, neuronsku
mrežu konstruiramo tako da vrijedi n = |V0| − 1 (zbog bias neurona) i m = |VL|.
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1.2 Aktivacijske funkcije

Nakon što se unutar neurona izračuna težinska suma vrijednosti neurona iz prethodnog sloja,
na tu vrijednost djelujemo nekom funkcijom a : R→ R. U modelima strojnog učenja gotovo
uvijek rješavamo nekakav problem optimizacije pa je poželjno da takve funkcije budu nepre-
kidne i diferencijabilne. Neke od aktivacijskih funkcija koje se često koriste u konstrukciji
neuronskih mreža su sljedeće:

� Identiteta, zadana s
id(x) = x, (1.5)

se gotovo uvijek koristi samo u ulaznom sloju, što znači da za ulaz (x1, . . . , xn) ∈ Rn

vrijednost u tim neuronima bude id(xi) = xi.

Kada bi svaka aktivacijska funkcija u neuronskoj mreži bila identiteta, model funkcija
definirana mrežom bila bi afino preslikavanje oblika x 7→W ᵀx + b. Primjerice, neka
je zadana mreža kao u primjeru 1.1, ali tako da su sve aktivacije identitete. Tada bi
model funkcija bila jednaka

f(x) = id(W ᵀ
2 id(W ᵀ

1 x+ b1) + b2)

= W ᵀ
2W

ᵀ
1 x+W ᵀ

2 b1 + b2,

što je točno oblikaW ᵀx+b. Zato, ukoliko u neuronsku mrežu ne uvedemo nelinearnost
kroz aktivacije, ne možemo riješiti problem klasifikacije s dvije klase za podatke koji
nisu linearno separabilni u Rn (vidi [7, poglavlje 6.1]).

� ReLU funkcija, zadana s
ReLU(x) = max (0, x), (1.6)

je po dijelovima linearna funkcija koja se koristi zbog jednostavnosti optimizacija.
Iako nije diferencijabilna, moguće je izračunati derivaciju svuda osim u x = 0. Kako je
ReLU′′(x) = 0 za sve x ∈ R \ {0}, funkcija je beskorisna u optimizacijskim metodama
koje koriste drugu derivaciju.

Takoder, funkcija je problematična kada vrijednost većeg broja neurona bude negativna
zbog gubitka informacija iz tih neurona.

� Leaky ReLU funkcija, zadana s

LReLU(x) = max(0, x) + min(0, 0.01x), (1.7)

koja rješava problem odumiranja neurona prilikom korǐstenja ReLU aktivacije, ali ne
rješava problem računanja gradijenta u x = 0.

� Softplus funkcija, zadana s

ζ(x) = log (1 + exp (x)), (1.8)

predstavlja glatku verziju ReLU funkcije. Iako se čini da je ova funkcija uvijek bolji
odabir od ReLU, Glorot et. al [5] tvrde suprotno, odnosno da ReLU daje bolje rezultate
od softplus funkcije.
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� Sigmoidna funkcija, zadana s

σ(x) =
1

1 + exp (−x)
, (1.9)

se koristi prilikom predvidanja vjerojatnosti u problemu klasifikacije s dvije klase jer
vraća vrijednost iz intervala (0, 1). Funkcija je diferencijabilna i vrijedi

σ′(x) = σ(x)(1− σ(x)). (1.10)

� Tangens hiperbolni, zadan s

tanh(x) =
exp (x)− exp (−x)

exp (x) + exp (−x)
= 2σ(2x)− 1, (1.11)

je skalirana i translatirana verzija sigmoidne funkcije pa je diferencijabilna:

tanh′(x) = 1− tanh2(x). (1.12)

Goodfellow et. al [7, str. 195] predlažu korǐstenje ove funkcije nad sigmoidnom zbog
brže konvergencije učenja.

� Hard tanh, zadan s
f(x) = max(−1,min(1, x)), (1.13)

predstavlja ”jeftiniju” varijantu tanh funkcije koja daje dobre rezultate samo za |x| < 1.

Još jedna važna funkcija je softmax : Rn → Rn, zadana s

softmax(x)i =
exp(xi)∑n
j=1 exp(xj)

, i = 1, . . . , n. (1.14)

Ova funkcija normalizira vektor x ∈ Rn te se može koristiti u klasifikaciji s vǐse klasa.
Uočimo da softmax nije aktivacijska funkcija, nego djeluje na cijeli sloj neurona te se često
primjenjuje na vrijednosti izlaznog sloja mreže.

Na slici 2 se nalaze grafovi svih navedenih aktivacijskih funkcija i njihovih derivacija.

1.3 Učenje neuronskih mreža

Definiranjem neuronskih mreža smo pojednostavili prikaz kompliciranih model funkcija, ali
takav model je beskoristan ukoliko ne možemo efikasno riješiti problem učenja.

Po definiciji 1.1, neuronska mreža se sastoji od usmjerenog acikličkog grafa G, funkcije
težine w i aktivacija A. Arhitekturom mreže nazivamo uredeni par (G,A), a cilj učenja
neuronske mreže je odrediti težine w tako da mreža (G,w,A) što bolje opisuje neki skup
podataka te da dobro opisuje nevidene podatke. Iako smo w definirali kao funkciju, možemo
je interpretirati kao parametar w ∈ Rk, gdje graf G sadrži k bridova. Takvo označavanje će
nam pojednostaviti algoritam učenja neuronske mreže.

Problemi koje najčešće rješavamo neuronskim mrežama su problemi nadziranog učenja,
gdje svaki ulazni podatak na kojem treniramo mrežu x ∈ Rn ima oznaku y ∈ Rm, dok mreža
proizvodi vrijednost

ŷ = f(x;w).

Skup podataka za treniranje označit ćemo kao skupN uredenih parova, {(x1,y1), . . . , (xN ,yN)}.
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Slika 2: Grafovi aktivacijskih funkcija (plavo) i pripadnih derivacija (crveno).

Prvo je potrebno definirati funkciju

loss(y, ŷ) (1.15)

koja računa odstupanje točne oznake y od izračunate oznake ŷ. Funkciju gubitka tada
možemo definirati kao prosjek odstupanja po cijelom skupu za treniranje, koji ovisi o para-
metrima mreže:

J(w) =
1

N

N∑
i=1

loss(yi, ŷi). (1.16)

Primjer 1.2. Izlazni sloj neuronske mreže koja rješava problem regresije sastoji se od jednog
neurona. Grešku modela, ovisnu o skupu podataka {(x1, y1), . . . , (xN , yN)} i težinama w,
možemo definirati kao sumu kvadratnih odstupanja

J(w) =
1

N

N∑
i=1

(yi − f(xi;w))2 =
1

N

N∑
i=1

(yi − ŷi)2. (1.17)

Diferencijabilnost funkcije J ovisi o diferencijabilnosti model funkcije f .

Primjer 1.3. U problemu klasifikacije s dvije klase zadnji sloj neuronske mreže sadrži jedan
neuron s sigmoidnom aktivacijskom funkcijom i predstavlja vjerojatnost da je oznaka jednaka
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1. Za definiranje greške modela možemo iskoristiti tzv. unakrsnu entropiju4:

J(w) = − 1

N

N∑
i=1

(ŷi log (yi) + (1− ŷi) log (1− yi)) . (1.18)

Vǐse o statističkom pristupu modeliranju i principu maksimalne vjerodostojnosti, odakle se
izvodi izraz (1.18), može se pronaći u [7, str. 131-135]

Ostaje nam konstruirati optimizacijsku metodu kojom se minimizira vrijednost funkcije
gubitka. Ako smo vodili brigu da model funkcija i funkcija gubitka budu diferencijabilne,
možemo primijeniti neku iterativnu metodu za optimizaciju.

Dobar izbor je metoda gradijentnog spusta, gdje se za funkciju J : Rk → R i polaznu
točku w(0) ∈ Rk krećemo u smjeru negativnog gradijenta funkcije J u točki w(i), odnosno

w(i+1) := w(i) − λ∇wJ(w(i)), (1.19)

sve dok se dovoljno ne približimo točki lokalnog minimuma. Uz odredene uvjete na funkciju
J i odabir duljine koraka λ može se pokazati da gradijentna metoda konvergira točki lokalnog
ili globalnog minimuma [16].

Zbog velikog skupa podataka, skupo je u svakoj iteraciji računati cijeli gradijent te se
koriste modifikacije gradijentnog spusta:

� Stohastički gradijentni spust, gdje se gradijent aproksimira koristeći samo jedan slučajno
odabrani podatak.

� Mini-batch gradijentni spust, gdje se se skup za treniranje podijeli na disjunktne pod-
skupove, te se za svaki takav podskup izračuna gradijent i ažurira parametar. Jedna
takva iteracija kroz cijeli skup zove se epoha treniranja.

U praksi se često koriste sofisticiranije varijante metode gradijentnog spusta. Naime, u
svakoj iteraciji stohastičkog ili mini-batch gradijentnog spusta potrebno je ručno izračunati
duljinu koraka. Ukoliko automatiziramo računanje duljine koraka ili procijenimo ponašanje
pojedine komponente gradijenta, moguće je znatno ubrzati treniranje modela.

Jedan od popularnijih algoritama je Adam [9], skraćeno od adaptive moment estima-
tion. Umjesto samog gradijenta, računaju se procjene prvog i drugog momenta gradijenta
zbog procjene oblika funkcije gubitka, što dovodi do brže konvergencije u usporedbi sa stan-
dardnim metodama gradijentnog spusta. Pregled i usporedba ostalih modifikacija metode
gradijentnog spusta može se pronaći u [15].

Drugi legitiman izbor optimizacijskog algoritma je Newtonova metoda ili neke varijante
Quasi-Newtonovih metoda. Medutim, Newtonova metoda zahtjeva dvostruku diferencija-
bilnost funkcije J te se loše ponaša kada Hesijan funkcije nije pozitivno definitan u svakoj
iteraciji. Takoder, Newtonova metoda zahtjeva invertiranje matrice dimenzije k× k, što nije
efikasno u slučaju velikog broja parametara k. [7, str. 310-313]

1.3.1 Algoritam povratne propagacije

Uvedimo prvo oznake za težine mreže i vrijednosti neurona. Za l ∈ {1, . . . , L} težinu izmedu
i-tog neurona (l − 1)-vog sloja i j-tog neurona l-tog sloja označavamo s wlij. Iako se težine
koje izlaze iz bias neurona nalaze u w, bias koji ulazi u i-ti neuron l-tog sloja označavamo

4engl. cross-entropy function
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Algorithm 1 Optimizacijski algoritam Adam

Require: λ, duljina koraka
Require: β1, β2 ∈ [0, 1), stope opadanja momenata
Require: ε ∈ (0, 10−6], konstanta za numeričku stabilnost
Require: J , funkcija gubitka
Require: w(0), početni parametar funkcije gubitka
m(0) ← 0 (prva aproksimacija prvog momenta jednaka nuli)
v(0) ← 0 (prva aproksimacija drugog momenta jednaka nuli)
t← 0, (iteracija algoritma)
while w nije dovoljno blizu lokalnom minimumu do

t← t+ 1
g(t) ← ∇wJ(w(t−1)), (gradijent)
m(t) ← β1m

(t−1) + (1− β1)g(t), (prvi moment)
v(t) ← β2v

(t−1) + (1− β2)g(t)
2
, (drugi moment)

m̂(t) ← m(t)

1−βt
1
, (korekcija prvog momenta)

v̂(t) ← v(t)

1−βt
2
, (korekcija drugog momenta)

w(t) ← w(t−1) − λ m̂(t)
√
v̂(t)+ε

end while

s bli. Nadalje ćemo pretpostaviti da su u svakom sloju sve aktivacijske funkcije jednake,
odnosno

ali = alj,∀i, j ∈ {1, . . . , |Vl|}.
Vrijednost j-tog neurona u l-tom sloju nakon djelovanja aktivacijske funkcije označavamo

s

hlj = al(

|Vl−1|∑
i=1

wlijh
l−1
i + blj),

dok istu vrijednost prije djelovanja aktivacijske funkcije označavamo s zlj.
Za računanje gradijenta je za svaki sloj mreže l ∈ {1, . . . , L} potrebno izračunati

∂J

∂wlij
,∀i, j.

Zašto samo ne bismo redom naivno izračunali sve parcijalne derivacije? Tada bi, u
transponiranom grafu G′, za svaki neuron morali proći svim putevima iz izlaznog sloja do
tog neurona. Medutim, za neuron u l-tom sloju takvih puteva postoji |Vl+1| . . . |VL| pa za
velik broj parametara i velik broj slojeva mreže takav pristup nije nimalo efikasan.

Uočimo da u naivnom pristupu velik broj putova dijeli jednake podputove. Kako bismo
smanjili broj računanja, grešku l-tog sloja δl definiranu s

δlj :=
∂J

∂zlj
, j ∈ {1, . . . , |Vl|} (1.20)

ćemo koristiti prilikom računanja grešaka prethodnih slojeva te tako izbjeći vǐsestruko računanje
istog izraza.

Koristeći pravilo deriviranja kompozicije funkcija, za izlazni sloj mreže dobivamo

δLj =
∂J

∂zLj
=

|VL|∑
i=1

∂J

∂ŷi

∂ŷi
∂zLj

=
∂J

∂ŷj
aL
′
(zLj ), (1.21)
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jer je ∂ŷi
∂zLj

= 0 za i 6= j i ŷj = aL
′
(zLj ). Izračunajmo sada greške svih ostalih slojeva.

Propozicija 1.1. Za sve l ∈ {0, . . . , L− 1} i j ∈ {1, . . . , |Vl|} vrijedi

δlj =

|Vl+1|∑
i=1

wl+1
ji δ

l+1
i al

′
(zlj). (1.22)

Dokaz. Kao u (1.21), koristeći pravilo deriviranja kompozicije funkcija dobivamo

δlj =
∂J

∂zlj
=

|Vl+1|∑
i=1

∂J

∂zl+1
i

∂zl+1
i

∂zlj
. (1.23)

Kako je

zl+1
i =

|Vl|∑
k=1

wl+1
ki a

l+1(zlk) + bl+1
i ,

deriviranjem dobivamo
∂zl+1

i

∂zlj
= wl+1

ji a
l+1′(zlj)

te uvrštavanjem u (1.23) dobivamo

δlj =

|Vl+1|∑
i=1

δl+1
i wl+1

ji a
l+1′(zlj) =

|Vl+1|∑
i=1

wl+1
ji δ

l+1
i al+1′(zlj),

što je trebalo pokazati.

Izraz (1.22) je nezgrapan, ali se može vektorski zapisati kao

δl = W l+1δl+1 � al′(zl), (1.24)

gdje je zl = (zl1, . . . , z
l
|Vl|)

ᵀ, W l+1 ∈ R|Vl|×|Vl+1| matrica težina izmedu l-tog i (l+1)-vog sloja,
te � oznaka za Hadamardov produkt.

Sada želimo izračunati tražene parcijalne derivacije koristeći izračunate pogreške u ne-
uronima. Ponovnom primijenom pravila derivacije kompozicije dobivamo

∂J

∂wlij
= hl−1i δlj (1.25)

∂J

∂blj
= δlj (1.26)

U algoritmu 2 smo zbog jednostavnosti zapisa mreži dali samo jedan ulazni podatak.
Jednostavno ga je modificirati i primijeniti neki od navedenih optimizacijskih algoritama,
primjerice mini-batch metoda gradijentnog spusta.

Kvaliteta naučenog modela ne ovisi samo o izboru arhitekture mreže i optimizacijskog
algoritma. Prilikom učenja, model je moguće prenaučiti5, tako da točno predvida vrijednosti
na skupu za treniranje, a loše generalizira, odnosno računa loše vrijednosti za podatke koje
nije vidio za vrijeme treniranja.

5engl. overfit
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Algorithm 2 Algoritam povratne propagacije.

Require: L, dubina mreže
Require: al, l ∈ {1, . . . , L}, aktivacijska funkcija za svaki sloj mreže
Require: w, parametar koji sadrži sve težine i sve bias parametre izmedu slojeva slojeva
W l, bl, l ∈ {1, . . . , L}

Require: x, ulaz u mrežu
Require: y, pripadna oznaka
Require: J , funkcija gubitka
h0 ← x
for l← 1, . . . , L do (propagacija unaprijed)
zl = W lhl−1 + bl

hl = al(zl)
end for
ŷ ← hL

J(w)← loss(y, ŷ)
δL ← ∇ŷJ � aL

′
(zL)

for l← L− 1, . . . , 1, 0 do (propagacija unatrag)
δl ←W l+1δl+1 � al′(zl).

end for
Ažuriraj parametar w koristeći izračunate vrijednosti δl, izraze (1.25) i (1.26).

Za primjer, pretpostavimo da je funkcija koju želimo aproksimirati polinom trećeg stup-
nja, a skup za treniranje se sastoji od N podataka. Ukoliko za model funkciju odaberemo po-
linom stupnja N , nakon učenja će funkcija točno opisivati cijeli skup za treniranje. Medutim,
ukoliko uvedemo neki novi, nevideni podatak, cijeli model će se raspasti.

Goodfellow i suradnici [7] regularizaciju definiraju kao modifikaciju algoritma učenja koja
smanjuje grešku generalizacije bez da smanji grešku tijekom učenja. Popularnu metodu re-
gularizacije u feedforward i rekurentim mrežama, dropout, definirali su Srivastava i suradnici
[17] 2014. godine. Ideja je, za vrijeme propagacije unaprijed, vrijednosti nekih slučajno
odabranih neurona postaviti na 0 i prestati ih koristiti za daljnje računanje, što tjera mrežu
da zaključuje na temelju rijetkih podataka i sprječava prenaučavanje.
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2 Rekurentne neuronske mreže

Prilikom treniranja i upotrebe feedforward neuronske mreže, kao ulaz mreži uvijek dajemo
jedan podatak kojemu su komponente uglavnom medusobno nezavisne. Što ako želimo
obraditi podatak u kojemu komponenta vektora ovisi o svim prethodnim komponentama ili
želimo obraditi vǐse podataka koji medusobno ovise jedni o drugima? Pokušajmo riješiti
neki od takvih problema koristeći feedforward neuronske mreže.

Primjer 2.1. Želimo dizajnirati neuronsku mrežu koja odreduje je li komentar na Facebooku
pozitivan ili negativan. Pretpostavimo da svaka riječ ima svoju vektorsku reprezentaciju
dimenzije 1006 (vidi [11]). Jedan pristup bi bio mreži proslijediti jednu po jednu riječ, na
izlazu izračunati doprinosi li ta riječ pozitivnom ili negativnom sentimentu te izračunati
težinsku sumu svih dobivenih vrijednosti i donijeti odluku. U ovakvom pristupu gubi se
zavisnost riječi o njezinoj okolini. Ukoliko mreži proslijedimo komentar

Želim se cijepiti jer ne volim nositi maske.

mreža ne bi mogla naučiti odnosi li se riječ ne na želju za cijepljenjem ili na stav prema
nošenju maski.

U drugom pristupu, za komentar duljine N , možemo konstruirati mrežu s ulaznim slojem
dimenzije 100N i kao ulaz proslijediti konkateniranih N vektora. Medutim, za komentare
različite duljine tada moramo trenirati različite mreže, što nije isplativo jer je duljina teksta
proizvoljna pa je broj parametara koje mreža mora naučiti iznimno velik.

U ovom poglavlju ćemo opisati različite vrste rekurentnih neuronskih mreža, čiji je cilj
obraditi niz vrijednosti x(1), . . . ,x(t), . . . ,x(T )7 koji nisu medusobno nezavisni i pri tome
izbjeći probleme iz primjera 2.1.

2.1 Dinamički sustavi, ciklusi i dijeljenje težina

Promotrimo prvo jednostavan dinamički sustav sa stanjem h(t), vanjskim signalom x(t) i
parametrom w:

h(t) = f(h(t−1),x(t);w). (2.1)

Za računanje stanja h(t) jednadžba sustava koristi signal x(t) i prethodno stanje h(t−1) koje
sadrži informacije o svim prethodnim signalima. Na sličan način želimo konstruirati arhi-
tekturu rekurentne neuronske mreže.

Za definiciju rekurentne neuronske mreže, umjesto acikličkog grafa G iz definicije 1.1
možemo zahtjevati da postoji brid izmedu svaka dva vrha u, v ∈ V . Kako bi računanje
imalo smisla, izmedu vrhova koje ne želimo povezati dovoljno je staviti težinu 0.

Umjesto takvog pristupa, različite vrste rekurentnih neuronskih mreža opisat ćemo kao
niz nekakvih preslikavanja. Kako će se mreže uglavnom sastojati od ulaznog, skrivenog
i izlaznog sloja, redom za njihove dimenzije uvodimo oznake n, d,m. Za najjednostavniji
oblik definiramo matrice težina

Wxh ∈ Rd×n,Whh ∈ Rd×d,

bias težinu bh ∈ Rd, aktivacijsku funkciju ah : R → R, početno skriveno stanje h(0) te
rekurentnu neuronsku mrežu kao preslikavanje

(x(1),x(2), . . . ,x(T )) 7→ (h(1),h(2), . . . ,h(T ))

6Preslikavanje riječi u vektorski prostor zove se ugradivanje riječi (engl. word embedding).
7Oznake t i T uvodimo zbog vremenske zavisnosti u nizu.
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x

h

x

h z

Slika 3: Lijevo: Graf kojim je prirodno opisan dinamički sustav (2.1). Vrijednost stanja h
se računa koristeći ulaz x (brid iz x u h) i prethodno stanje sustava (brid iz h u h).
Desno: Graf kojemu je teško definirati djelovanje. Nejasno je kako vrijednost z utječe na
ulaz x.

definirano s

z(t) = Whhh
(t−1) +Wxhx

(t) + bh (2.2)

h(t) = ah(z
(t)). (2.3)

Matrica Wxh ovdje predstavlja težinu izmedu ulaznog i skrivenog sloja, dok matrica Whh

predstavlja težinu kojom skriveni sloj preslikavamo u samog sebe. Glavna razlika izmedu
rekurentne i feedforward arhitekture je u ponovnom korǐstenju istih težina tijekom računanja.
Naime, u feedforward mreži svaku matricu težina koristimo točno jednom, za prijelaz izmedu
l-tog i (l + 1)-vog sloja. S druge strane, u rekurentnoj mreži težine Wxh i Whh koristimo
onoliko puta kolika je duljina ulaznog niza. Zbog dijeljenja težina izmedu koraka je potrebno
izmijeniti algoritam povratne propagacije za treniranje mreže, što ćemo napraviti u poglavlju
2.2.

Očito ovo nije jedina vrsta rekurentne neuronske mreže. Primjerice, u problemu odredivanja
vrste riječi u rečenici, za svaku riječ x(t) možemo računati klasu ŷ(t) koristeći skriveno stanje
h(t) i matricu težina Why izmedu skrivenog i izlaznog sloja te bias težinu by i aktivacijsku
funkciju ay. Uz izraze (2.2) i (2.3) još bismo računali

ŷ(t) = ay(Whyh
(t) + by). (2.4)

Dosad smo samo opisali probleme koji preslikavaju ulazni niz u izlazni niz iste duljine.
Još neki problemi koje možemo modelirati rekurentnim neuronskim mrežama su:

� Preslikavanje niza proizvoljne duljine u jednu vrijednost, odnosno niz duljine jedan,
se dobije jednostavnom modifikacijom prijašnjih modela. Umjesto da ŷ računamo u
svakom koraku, dovoljno ga je izračunati samo na kraju, kao

ŷ = ay(Whyh
(T ) + by).

� Preslikavanje niza fiksne duljine u niz proizvoljne duljine je malo složeniji problem.
Zamislimo da su nam dani meteorološki instrumenti koji prikupljaju nekakve podatke
svake sekunde. Na temelju tih podataka, želimo stvoriti niz svih vremenskih uvjeta koji
su se pojavili u danu. Niz od 86400 mjerenja je potrebno preslikati u niz proizvoljne
duljine, primjerice maglovito, kǐsovito, oblačno.
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h

ŷ

h(0) h(1)

x(1)

ŷ(1)

h(2)

x(2)

ŷ(2)

h(T−1)

x(T−1)

ŷ(T−1)

h(T )

x(T )

ŷ(T )

Slika 4: Lijevo: Graf rekurentne neuronske mreže u kojoj se za svako skriveno stanje h
računa izlazna vrijednost ŷ.
Desno: ”Odrolani” graf iste neuronske mreže za ulazni niz duljine T .

� Preslikavanje niza proizvoljne duljine u niz proizvoljne duljine. Ovakvu mrežu je po-
trebno konstruirati ako rješavamo problem prevodenja teksta. Naime, tekst u polaznom
jeziku može biti proizvoljne duljine, dok duljina u dolaznom jeziku ne mora biti jed-
naka onoj u polaznom jeziku. Ideja je konstruirati dvije rekurentne neuronske mreže,
jedna koja će polazni tekst preslikati u vektor fiksne duljine, dok druga na temelju tog
vektora generira prevedeni tekst. Ovom problemu posvetit ćemo se u poglavlju 2.4.

� Ukoliko element ulaznog niza x(t) ne ovisi samo o prethodnim, nego i o sljedećim
elementima, poželjno je računati skrivena stanja unaprijed

−→
h (t) = ah(

−→
h (t−1),x(t))

i unazad ←−
h (t) = ah(

←−
h (t+1),x(t))

te ih nekako kombinirati, primjerice konkateniranjem:

h(t) =

[−→
h (t)

←−
h (t)

]
. (2.5)

Ovakvu arhitekturu nazivamo dvosmjernom.

2.2 Učenje rekurentnih neuronskih mreža

Isto kao kod feedforward neuronskih mreža, potrebno je dati algoritam za treniranje reku-
rentne neuronske mreže. Kako u grafu rekurentne mreže postoje ciklusi, nije očito kako
možemo modificirati algoritam povratne propagacije. Medutim, ukoliko ”odrolamo” graf
računanja, kao na slici 4, dobivamo usmjereni, aciklički graf. Ukoliko želimo primijeniti
povratnu propagaciju za učenje, moramo prvo riješiti problem dijeljenih težina. Naime, u
definiciji feedforward neuronskih mreža i algoritmu 2 smo pretpostavili da su težine izmedu
svaka dva sloja različite, dok se u rekurentnom slučaju ponavljaju. Pretpostavimo sada da
težinu w koristi T različitih vrhova u grafu računanja te da su označene w(1), . . . ,w(T ). Neka
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je J funkcija gubitka. Vrijedi:

∂J

∂w
=

T∑
t=1

∂J

∂w(t)

∂w(t)

∂w
(2.6)

=
T∑
t=1

∂J

∂w(t)
. (2.7)

Drugim riječima, za računanje gradijenta dijeljenih težina, dovoljno je pretpostaviti da su
sve težine nezavisne i nakon propagacije unatrag zbrojiti njihove gradijente.

U nastavku ćemo pretpostaviti da računamo gradijent samo za jedan par (x,y) te da
modeliramo klasifikator s vǐse klasa odnosno u svakom koraku t na vektor ŷ(t) djelujemo
softmax funkcijom:

p(t) = softmax(ŷ(t)).

Prirodno je u svakom koraku računati negativnu log-vjerodostojnost oznake y(t)8 obzirom
na dio ulaznog niza x(1), . . . ,x(t), odnosno računati

J(w) =
T∑
t=1

J (t) (2.8)

= −
T∑
t=1

log pmodel(y
(t)|{x(1), . . . ,x(t)}), (2.9)

gdje s J (t) označavamo gubitak u koraku t, a pmodel(y
(t)|{x(1), . . . ,x(t)}) računamo kao vrijed-

nost komponente y(t) u normaliziranom vektoru p(t). Algoritam kojim treniramo rekurentne
neuronske mreže naziva se povratna propagacija kroz vrijeme9 i sastoji se od sljedećih
koraka:

1. Redom mreži dajemo elemente ulaznog niza x(t) i računamo pripadne greške J (t).

2. Za svaki t ∈ {T, . . . , 1} unazad računamo parcijalne derivacije obzirom na težine:

∂J

∂W
(t)
xh

,
∂J

∂W
(t)
hh

,
∂J

∂W
(t)
hy

,
∂J

∂b
(t)
h

,
∂J

∂b
(t)
y

.

8Oznaku možemo zapisati kao one-hot enkodirani vektor y(t) ∈ Rm ili skalar y(t) ∈ {1, . . . ,m}.
9engl. backpropagation through time, BPTT
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3. Zbrajamo sve dijeljene težine:

∂J

∂Wxh

=
T∑
t=1

∂J

∂W
(t)
xh

,

∂J

∂Whh

=
T∑
t=1

∂J

∂W
(t)
hh

,

∂J

∂Why

=
T∑
t=1

∂J

∂W
(t)
hy

,

∂J

∂bh
=

T∑
t=1

∂J

∂b
(t)
h

,

∂J

∂by
=

T∑
t=1

∂J

∂b
(t)
y

.

Iako algoritmom povratne propagacije kroz vrijeme možemo natrenirati bilo kakvu reku-
rentnu neuronsku mrežu, u slučaju dugih ulaznih nizova može biti vremenski i prostorno
neefikasan. Naime, u grafu računanja je svako skriveno stanje osim zadnjeg povezano sa
sljedećim skrivenim stanjem, što daje put u grafu duljine O(T ). Za računanje gradijenta
potrebno je čuvati svih O(T ) stanja mreže, što daje veliku memorijsku složenost. Aggarwal
[1, str. 281] kao jedno rješenje daje algoritam krnje povratne propagacije kroz vrijeme, gdje
umjesto računanja cijelog gradijenta, računa samo dijelove gubitka i gradijenta na podnizo-
vima male duljine, primjerice 100, čime računa aproksimaciju gradijenta.

Goodfellow i suradnici [7, str. 381-384] kao drugo rješenje uvode teacher forcing. Umjesto
da skriveno stanje h(t) ovisi o x(t) i h(t−1), ono ovisi o x(t) i točnoj oznaci y(t−1) iz prethodnog
koraka. U ovakvom pristupu najdulji put u grafu računanja prolazi samo kroz tri vrha te se
brže trenira. Prilikom testiranja mreži nije moguće dati točne oznake y, nego je potrebno
dati izračunate oznake ŷ. Ukoliko skup podataka za treniranje nije dovoljno reprezentativan,
često ovako trenirana mreža ima problema kod generalizacije.

2.3 LSTM arhitektura

Prilikom propagiranja gradijenata u algoritmu povratne propagacije kroz vrijeme nerijetko
se javlja problem nestajućeg ili eksplodirajućeg gradijenta, gdje zbog duljine puta u grafu
računanja gradijenti teže nuli ili eksponencijalno rastu, što usporava ili onemogućava učenje.
Za računanje t-tog skrivenog stanja potrebno je t puta djelovati aktivacijskom funkcijom
skrivenog sloja. Pretpostavimo, radi demonstracije, da vrijednost skrivenog sloja ovisi samo
o prethodnom skrivenom sloju i da je aktivacijska funkcija identiteta. Tada je rekurzija
zadana s

h(t) = Whhh
(t−1), (2.10)

dok parcijalna derivacija funkcije gubitka obzirom na h(t) iznosi

∂J

∂h(t)
=

∂J

∂h(t+1)

∂h(t+1)

∂h(t)
=

∂J

∂h(t+1)
Whh (2.11)

Teleskopiranjem do T dobivamo

∂J

∂h(t)
=

∂J

∂h(T )
W T−t

hh . (2.12)
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Ukoliko je Whh ∈ Rd×d simetrična, može se zapisati kao

QΛQᵀ, (2.13)

gdje je Q ∈ Rd×d realna ortogonalna matrica, a Λ ∈ Rd×d dijagonalna matrica koja na
dijagonali sadrži svojstvene vrijednosti od Whh [6, tm. 8.1.1, str. 440]. Uvrštavanjem
dekompozicije u teleskopirani izraz dobivamo

∂J

∂h(t)
=

∂J

∂h(T )
QΛT−tQᵀ. (2.14)

Sve vrijednosti matrice ΛT−t manje od 1 isčezavaju za velik T − t, dok one veće od 1
eksplodiraju te se isto dogada s gradijentima.

Iako smo problem demonstrirali na pojednostavljenom primjeru, u praksi se pojavljuje
neovisno o izboru arhitekture i aktivacijskih funkcija, pogotovo ako model mora ”uhvatiti”
vezu izmedu udaljenih elemenata ulaznog niza. Neke od metoda kojima se izbjegavaju
problemi eksplodirajućeg i nestajućeg gradijenta su sljedeće:

� Izrezivanje gradijenta10, gdje se smanjuju vrijednosti velikih gradijenata. Ukoliko
norma gradijenta postane veća od unaprijed zadanog hiperparametra, gradijent se nor-
malizira na vrijednost tog hiperparametra. Ovaj pristup ne rješava problem nestajućeg
gradijenta. Za ostale pristupe izrezivanja gradijenta vidi [13].

� Normalizacija sloja11, gdje se prije djelovanja aktivacijske funkcije na vrijednost skri-
venog sloja vrijednost neurona standardizira, skalira i translatira [1, str. 289-290].

� Long short-term memory arhitektura, koju ćemo opisati u nastavku poglavlja.

Jedna ideja je izbaciti matrično množenje kod računanja novog skrivenog stanja i zamijeniti
ga zbrajanjem. Rješenje koje su ponudili Hochreiter i Schmidhuber [8] standardni neuron
zamjenjuje s tzv. LSTM ćelijom.

Uz skriveno stanje h(t), LSTM ćelija sadrži stanje ćelije c(t) ∈ Rd koje služi kao dugoročna
memorija tako da kombinira ”pamćenje” i ”zaboravljanje” informacije iz ranijih slojeva.
Primjerice, prilikom obrade teksta mreža može uključiti dugoročno pamćenje kada susretne
zagradu ili navodnike, te je isključiti kada susretne zatvarajuću zagradu ili navodnike te tako
uhvatiti dugoročne zavisnosti unutar podniza ulazne rečenice.

LSTM arhitektura se može opisati kao niz jednadžbi kojima se računaju h(t) i c(t):

f (t) = σ(Wfx
(t) +Ufh

(t−1) + bf ) (2.15)

i(t) = σ(Wix
(t) +Uih

(t−1) + bi) (2.16)

o(t) = σ(Wox
(t) +Uoh

(t−1) + bo) (2.17)

c̃(t) = tanh (Wcx
(t) +Uch

(t−1) + bc) (2.18)

c(t) = f (t) � c(t−1) + i(t) � c̃(t) (2.19)

h(t) = o(t) � tanh (c(t)), (2.20)

gdje su W ,U , b parametri koje je potrebno naučiti. Vektore f , i,o i c̃ interpretiramo kao
binarne sklopove koji odlučuju kako se neka informacija propagira kroz kratkoročnu ili du-
goročnu memoriju:

10engl. gradient clipping
11engl. layer normalization
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� Vektor f (t) ∈ (0, 1)k (naziv dolazi od engl. forget gate, odnosno sklop za zaboravljanje)
odlučuje koliko će se dugoročne informacije iz stanja c(t−1) zaboraviti u stanju c(t), što
je vidljivo u prvom pribrojniku izraza (2.19). Primjerice, ukoliko je f

(t)
j = 0, vrijednost

c
(t−1)
j se potpuno zaboravlja.

� Vektor i(t) ∈ (0, 1)k (engl. input gate, ulazni sklop) odlučuje koliko novog ulaza c̃(t)

ulazi u dugoročnu memoriju.

� Vektor o(t) ∈ (0, 1)k (engl. output gate, izlazni sklop) odlučuje koliko dugoročne me-
morije ulazi u skriveno stanje h(t).

� Vektor c̃(t) ∈ (−1, 1)k predstavlja vrijednost novog ulaza, izračunatog iz prethodnog
skrivenog stanja x(t−1) i ulaza u mrežu x(t).

Grafički prikaz LSTM ćelije se nalazi na slici 5.
Umjesto množenja kojim se računaju vrijednosti skrivenih stanja u standardnoj rekurent-

noj mreži, stanja ćelija se u LSTM arhitekture ažuriraju zbrajanjem, što rezultira boljim
protokom gradijenata kroz vremenske korake i izostankom problema nestajućeg gradijenta.
Za inicijalizaciju bias parametra bf u forget sklopu Aggarwal [1, str. 294] preporuča veliku
vrijednost zbog boljeg izbjegavanja tog problema.

Često se umjesto standardnog LSTM-a koristi vǐseslojni LSTM, gdje se u svakom sloju
računaju nova skrivena stanja. U prvom sloju se kao početno skriveno stanje mreži daje
proizvoljan vektor, često 0, dok je početno skriveno stanje l-tog sloja h

(0)
l jednako zadnjem

stanju prethodnog sloja h
(T )
l−1. Zbog većeg broja slojeva poželjno je koristiti dovoljno velik

skup za treniranje kako bi se izbjegla pretreniranost modela.
Postoje još neke sklopovne12 arhitekture koje rješavaju isti problem kao LSTM. Gated

recurrent unit arhitektura je pojednostavljena inačica LSTM arhitekture kojom se postiže
brže treniranje modela [7, str. 411-412].

Slika 5: Grafički prikaz LSTM ćelije, preuzet iz [19].

12engl. gated
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2.4 Enkoder-dekoder arhitekture i mehanizam pažnje

U poglavlju 2.1 smo opisali mreže koje ulazni niz proizvoljne duljine preslikavaju u niz iste
duljine i mreže koje niz fiksne duljine preslikavaju u niz proizvoljne duljine. U ovom poglavlju
pokazat ćemo kako dizajnirati mrežu koja niz proizvoljne duljine preslikava u niz proizvoljne
duljine.

Umjesto treniranja jedne mreže koja radi cijeli posao, ideja je istovremeno trenirati dvije
rekurentne mreže. Prva mreža je enkoder, koji niz x(1), . . . ,x(Tx) preslikava u vektor c,
koji zovemo kontekst. Druga mreža je dekoder, koji na ulazu prima kontekst i gene-
rira niz y(1), . . . ,y(Ty). Prilikom treniranja, za skup {(x1,y1), . . . , (xN ,yN)}, potrebno je
maksimizirati izraz

1

N

N∑
i=1

logP (y
(1)
i , . . . ,y

(Tyi)
i |x(1)

i , . . . ,x
(Txi)
i ).

Primjer 2.2. Želimo konstruirati model koji prevodi rečenice s hrvatskog na engleski jezik
koristeći enkoder-dekoder arhitekturu. Enkoder je jednostavan, dovoljno je uzeti standardnu
rekurentnu arhitekturu i posljednje skriveno stanje h(Tx) smatrati kontekstom c. Za kons-
trukciju dekodera u vokabular uvodimo riječ koja označava kraj rečenice: <EOS>13. Za ulazno
skriveno stanje u dekoder iskorǐstavamo kontekst c, dok za prvi element ulaznog niza uzi-
mamo riječ <EOS>. Za treniranje možemo iskoristiti teacher forcing metodu i kao ulaze
dekoderu davati točan prijevod y(t), a na kraju zahtijevati da mreža generira <EOS>. Pri-
likom prevodenja nevidenih riječi, umjesto točnog prijevoda y(t) modelu kao ulaz dajemo
prethodnu generiranu riječ ŷ(t). Dekoder staje kada generira <EOS> ili kada generira una-
prijed odreden maksimalan broj riječi. Prikaz odrolanog grafa računanja za ovakav jezični
model se nalazi na slici 6.

Glavni problem kod enkodiranja cijelog ulaznog niza u vektor konteksta je premala di-
menzija. Što je ulazni niz duži, teže je opisati sve njegove karakteristike koristeći samo jedan
vektor fiksne dimenzije. Bahdanau i suradnici[3], umjesto vektora fiksne duljine za kontekst,
u svakom koraku dekodiranja računaju novi kontekstni vektor kojem pridružuju neki podniz
ulaznog niza, što nazivaju mehanizmom pažnje14.

Za motivaciju mehanizma pažnje promotrimo problem vizualnog prepoznavanja. Ukoliko
na livadi tražimo jabuku, ne možemo dovoljno brzo obraditi svaki dio slike koji nam dolazi
do očiju. Kako su livade zelene, a neke jabuke crvene, pažnju ćemo podsvjesno dati svim
crvenim predmetima i tako fokusirati vid na dio slike koji vrlo vjerojatno sadrži jabuku.

Slično, u obradi prirodnog jezika se za traženu informaciju trebamo fokusirati samo na
neki kratak dio teksta, a to nije moguće ako cijeli tekst sažmemo u kontekstni vektor fiksne
dimenzije.

2.4.1 Bahdanau pažnja

Kako sada baratamo s dvije rekurentne mreže čiji skriveni slojevi nisu nužno iste dimen-
zije, za dimenzije skrivenih slojeva enkodera i dekodera redom uvodimo oznake de i dd.
Umjesto računanja jednog kontekstnog vektora c, za svaki korak dekodiranja t ∈ {1, . . . , Ty}
računamo kontekstni vektor c(t) ∈ Rde . S h

(t)
e i h

(t)
d redom označavamo skrivena stanja en-

kodera i dekodera. Skriveno stanje dekodera je sada dodatno funkcija kontekstnog vektora.

13Standardan token za kraj rečenice u obradi pridodnog jezika, skraćen od end of sentence
14engl. attention mechanism
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x(1) x(2) x(3) x(4)

Želim vam ugodnu večer

h
(1)
e h

(2)
e h

(3)
e h

(4)
e h

(1)
d h

(2)
d h

(3)
d h

(4)
d h

(5)
d

y(0) y(1) y(2) y(3) y(4)

<EOS> Have a nice evening

ŷ(1) ŷ(2) ŷ(3) ŷ(4) ŷ(5)

Have a nice evening <EOS>

Slika 6: Odrolani graf enkoder-dekoder jezičnog modela s oznakama riječi. U slučaju trenira-
nja mreže, gdje želimo točno generirati poznatu rečenicu danu s y(0), . . . ,y(4). Za računanje
skrivenog stanja dekodera h

(t)
d koristimo prethodno skriveno stanje i točnu riječ y(t−1), dok

generiranu riječ ŷ(t) usporedujemo s točnom y(t), dok zadnju generiranu riječ usporedujemo
s riječi <EOS>. Ukoliko prevodimo nepoznatu rečenicu, nisu poznate točne riječi y(t) pa ne
postoje ti vrhovi, nego za računanje skrivenih stanja koristimo prethodnu generiranu riječ
ŷ(t−1).

Napomenimo da Bahandau i suradnici[3] predlažu korǐstenje dvosmjernog enkodera te da se
dobivena skrivena stanja konkateniraju:

h(t)
e =

−→h(t)
e←−
h

(t)
e

 ∈ R2de ,

što u praksi često daje bolje rezultate. Vektor c(t) računamo kao težinsku sumu svih skrivenih
stanja enkodera:

c(t) =
Tx∑
i=1

αtih
(i)
e , (2.21)

odakle dolazi naziv globalna pažnja. Težine αti računamo kao

eti = a(h
(t−1)
d ,h(i)

e ) = wT
v tanh (Wdh

(t−1)
d +Weh

(i)
e ) ∈ R (2.22)

αti = softmax(et)i, (2.23)

gdje su wv ∈ Rv,Wd ∈ Rv×dd i We ∈ Rv×2de novi parametri koje je potrebno naučiti.
Naime, vektor h

(t)
e sadrži informacije o ulazima x(1), . . . ,x(t) s naglaskom na x(t) pa

ukoliko je težina uz h
(t)
e velika, taj ulaz ima velik utjecaj na računanje trenutnog izlaza.

Funkcija a iz izraza (2.22) se naziva aditivna pažnja te odreduje koliko pažnje treba dati

vrijednosti h
(i)
e prilikom računanja novog skrivenog stanja h

(t)
d .

Primjer 2.3. Neka je opet zadan problem konstrukcije jezičnog modela za prevodenje teksta
te je potrebno rečenicu Ja te volim prevesti u I love you. Ukoliko koristimo mehanizam
pažnje, dekoder će napraviti sljedeće:
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1. U prvom koraku će najveću pažnju dati prvom skrivenom stanju, odnosno riječi ja.

2. U drugom koraku će najveću pažnju dati trećem skrivenom stanju, odnosno riječi volim.

3. U zadnjem koraku će najveću pažnju dati drugom skrivenom stanju, odnosno riječi te.

Na slici 7 se nalazi tzv. heatmap prijevoda gornje rečenice. Iako se ovaj primjer čini trivi-
jalnim, što i jest, u slučaju dugačkih tekstova attention mehanizam igra puno veću ulogu.

Slika 7: Heatmap koji bi pokazuje kako bi model iz primjera 2.3 dodijelio vjerojatnosti
prevedenim riječima. Svjetlija polja odgovaraju većim vjerojatnostima.

2.4.2 Ostali oblici pažnje

Luong i suradnici [10] daju drugi način računanja globalne pažnje, gdje za računanje kon-

teksta umjesto prethodnog skrivenog stanja dekodera h
(t−1)
d koriste trenutno stanje h

(t)
d .

Dobiveni kontekst c(t) tada konkateniraju s trenutnim stanjem h
(t)
d i koriste ga za daljnje

računanje.
Takoder, u istom radu predstavljaju koncept lokalne pažnje, koja rješava problem sku-

pog računanja pažnje nad cijelim, eventualno dugačkim, ulaznim nizom.
Vaswani i suradnici [18] su 2017. godine predstavili tzv. Transformer model, gdje izba-

cuju rekurentni dio mreže iz sequence to sequence15 modela i koriste sofisticirani mehanizam
pažnje.

15Naziv za modele koji niz preslikavaju u niz. U ovom radu smo obradili samo enkoder-dekoder arhitekturu,
ali ona nikako nije jedini izbor.
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3 Klasifikacija programskog koda

Nakon što smo opisali razne oblike unaprijednih i rekurentnih neuronskih mreža, poželjno ih
je negdje iskoristiti osim u demonstracijskim primjerima. U ovom poglavlju ćemo pokazati
neke metode klasikacije programskog koda i prepoznavanja njegove funkcionalnosti. Neki od
razloga analize programskog koda su sljedeći:

� Provjera duplikacije koda, gdje provjeravamo ponavlja li se neki isječak koda vǐse puta
u istom projektu.

� Projvera efikasnosti koda. Primjerice, ako je netko ručno implementirao bubble sort
algoritam, potrebno je to otkriti i predložiti neki efikasniji algoritam.

� Uklanjanje sigurnosnih propusta, gdje se pokušava izbjeći korǐstenje opasnih obrazaca
koji mogu rezultirati gubitkom ili curenjem osjetljivih podataka.

� Automatsko generiranje koda, gdje na temelju kratkog opisa funkcionalnosti u prirod-
nom jeziku želimo generirati isječak koda.

Zbog velike količine koda na većim projektima, ručno obavljanje navedenih poslova je za-
morno i neefikasno te se javlja potreba za njihovom automatizacijom. Medutim, to nije
nimalo lagan posao zbog značajnih razlika izmedu programskih jezika i načina programira-
nja, što otežava dizajniranje modela koji može analizirati bilo koji programski projekt.

Pretpostavimo da za dani isječak koda trebamo generirati ključne riječi koje opisuju
njegovu funkcionalnost. Na slici 8 se nalaze dva semantički jednaka, ali naizgled potpuno
različita isječka koji računaju sumu elemenata niza brojeva. Za oba isječka htjeli bismo

Slika 8: Gore: Standardna implementacija funkcije koja zbraja elemente polja u jeziku C.
Dolje: Pomućena funkcija semantički ekvivalentna gornjoj.

dobiti iste rezultate pa je očito da pristup koji analizira program kao niz znakova neće
riješiti zadatak.

U nastavku ćemo dati pregled dva rada koji se bave klasifikacijom i opisivanjem isječaka
koda.
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3.1 code2seq

Alon i suradnici [2] su 2018. godine definirali model koji na temelju apstraktnog sintaksnog
stabla isječka koda odreduje:

� Niz ključnih riječi koje opisuju funkciju (code summarization).

� Opis rada funkcije u prirodnom jeziku (code captioning).

Autori koriste različite oznake stanja i ulaza mreže od onih u poglavljima 1 i 2 te ćemo u
nastavku koristiti njihove oznake.

3.1.1 Apstraktno sintaksno stablo

Apstraktno sintaksno stablo je struktura podataka koju prevoditelji programskog jezika ko-
riste za jednoznačan prikaz strukture programa te kasnije za semantičku analizu programa.
Na listovima stabla, tzv. terminalima, se nalaze nazivi varijabli i konstante. Ostali vrhovi
stabla sadrže operatore definirane u programskom jeziku i njihove argumente.

Koristeći AST isječka koda, ideja rada je program promatrati kao niz puteva izmedu
svih parova terminala, svaki od tih puteva preslikati u vektor fiksne dimenzije te koristeći
enkoder-dekoder arhitekturu s mehaniznom pažnje generirati riječi iz prirodnog jezika.

Prilikom treniranja, uniformno se odabire k puteva u AST-u. Svaki par terminala (vi1, v
i
li
)

jednoznačno odreduje put
(vi1, v

i
2, . . . , v

i
li
), (3.1)

gdje je li duljina puta i.

3.1.2 Opis modela

U dizajnu rekurentnog modela korǐstena je standardna enkoder-dekoder arhitektura s Luong
mehaniznom pažnje iz poglavlja 2.4.2.

Za niz {x1, . . . , xk} puteva u AST-u potrebno je generirati vektorsku reprezentaciju zi
svakog puta. Proces se sastoji od nekoliko dijelova:

1. Na svakom vrhu AST-a se nalazi nekakav simbol, primjerice Integer ili Assign, te je za
nepotpuni vokabular od 364 simbola konstruirana matrica ugradivanja Enodes. Time
je postignuto da svaki vrh na temelju simbola dobije svoju vektorsku reprezentaciju.
Za enkodiranje puta se koristi dvosmjerni LSTM:

(h1, . . . , hl) = LSTM(Enodes(v1), . . . , E
nodes(vl))

path(v1, . . . , vl) = [
−→
hl ;
←−
h1].

2. Krajevi svakog puta su terminali koji sadrže neke tokene iz koda, primjerice nazive
funkcija koji se mogu sastojati od vǐse riječi. Kako bi se ti tokeni preslikali u vektorski
prostor, konstruirana je matrica ugradivanja Esubtokens, dok je reprezentacija tokena w
zadana s

encode token(w) =
∑

s∈split(w)

Esubtokens(s).
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3. Vektorske reprezentacije puta i tokena u terminalima se kombiniraju te se dobiva
završna reprezentacija puta:

z = tanh (Win[encode path(v1 . . . vl); encode token(v1); encode token(vl)]),

gdje je Win ∈ R(2dpath+2dtoken)×dhidden

4. Početno skriveno stanje dekodera je prosjek reprezentacija svih odabranih putova

h0 =
1

k

k∑
i=1

zi. (3.2)

Uočimo da ulazni niz puteva nije ureden kao u standardnom enkoder-dekoder modelu.
Dovoljno je odabrane puteve odvojeno enkodirati i dati ih dekoderu kao u izrazu (3.2).

3.1.3 Treniranje i rezultati

Oba modela su trenirana na jednak način. Vrijednosti parametara su generirane slučajnim
odabirom, ovisno o broju težina modela. Za funkciju gubitka je prirodno odabrana funkcije
unakrsne entropije, dok je za optimizacijsku metodu odabran stohastički gradijentni spust s
Nestorovljevim momentom. Za regularizaciju je uveden dropout na ulazu, s vjerojatnosti 0.25
u prvom i 0.7 u drugom problemu te rekurentni dropout s vjerojatnosti 0.5 u enkoderskom
dijelu mreže. Dimenzije ugradivanja i skrivenih stanja mogu se pronaći u samom radu.

Za model koji treba generirati ključne riječi funkcije autori su odabrali generirati nazive
funkcija napisanih u Java programskom jeziku. Modeli su trenirani na tri različita skupa:

� Mali skup, sastavljen od 11 većih projekata. Skup za treniranje se sastoji od 9 proje-
kata, dok se skupovi za validaciju i testiranje sastoje od 1 projekta.

� Srednji skup, sastavljen od 1000 najpopularnijih Github projekata. Skup za treniranje
se sastoji od slučajno odabranih 800 projekata, dok skupovi za validaciju i testiranje
imaju po 100 projekata.

� Veliki skup, sastavljen od 9550 najpopularnijih Github projekata. Skup za treniranje
se sastoji od slučajno odabranih 9000, skup za validaciju od 250 i skup za testiranje
od 300 projekata. U ovom skupu ukupno postoji 16 milijuna isječaka koda.

Za odredivanje kvalitete modela korǐstene su metrike precision, recall i F1:

precision =
TP

TP + FP

recall =
TP

TP + FN

F1 = 2
precision ∗ recall

precision + recall

gdje je TP broj riječi koje je model točno generirao (true positive), FP broj riječi koje je
model krivo generirao (false positive) i FN broj riječi koje je model trebao generirati, ali
nije (false negative).

Autori su pokazali kako njihov model daje bolje rezultate po svim evaluacijskim me-
trikama od ostalih state-of-the-art modela. Primjerice, preciznost Transformer modela na
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Slika 9: Tablica varijacija rezultata na različitim code2seq modelima. Rezultati su dobiveni
na validacijskom skupu srednjeg skupa podataka. Slika preuzeta iz [2].

zadana tri skupa je 5% do 15% manja nego preciznost code2seq modela. Ostali rezultati
mogu se pronaći u [2, tablica 1, str. 6]. U usporedbi s ostalim modelima, pokazano je da
code2seq nije osjetljiv na male skupove podataka, što je potkrijepljeno usporedbom rezultata
na malom skupu podataka od 700000 isječaka koda.

Na kraju je proveden eksperiment u kojemu su dijelovi mreže uklonjeni, a rezultati
usporedeni sa standardnom mrežom. Tablica se može pronaći na slici 9. Zanimljivo je
vidjeti da F1 skor padne čak za 12.7% ukoliko se iz ugradivanja tokena ukloni razdvajanje
tokena na vǐse riječi. Uočimo još da se bez mehanizma pažnje F1 skor smanji samo za 4.94%,
vjerojatno zbog kratkih isječaka koda u kojima pažnja nije potrebna.

Za treniranje drugog modela autori su odabrali su CodeNN skup podataka konstruiran
od 66015 pitanja i odgovora sa web stranice StackOverflow. Za svaki par postoji isječak
koda u C# programskom jeziku i kratak opis funkcionalnosti u prirodnom jeziku, prosječne
duljine 10. Za evaluaciju je korǐsten BLEU16 skor, koji se općenito koristi za odredivanje
kvalitete prijevoda teksta. Slično kao u prvom problemu, rezultati modela su bolji od ostalih
state-of-the-art modela.

3.2 Neural Code Comprehension

Ben-Nun i suradnici [4] su 2018. godine predstavili model koji klasificira isječak koda na
temelju njegove funkcionalnosti. Cilj im je bio dati što robusniji model, neovisan o program-
skom jeziku i nazivima funkcija i varijabli.

Ovisnost o izboru programskog jezika izbjegnuta je korǐstenjem LLVM intermediate re-
presentation17 jezika, u koji se mogu prevesti brojni programki jezici, primjerice C, C++,
Python, Rust ili Go. Autori prvo argumentiraju konstrukciju tzv. grafa konteksnog toka,
koji sadržava različite veze u LLVM IR reprezentaciji programa, te na temelju tih grafova
konstruiraju ugradivanje LLVM IR naredbi u vektorski prostor dimenzije 200, što nazivaju
inst2vec. Isječak koda se prilikom klasifikacije tako može promotriti kao niz LLVM IR na-
redbi i klasificirati koristeći rekurentnu neuronsku mrežu. Na slici 10 se vidi skup podataka
na kojemu je trenirano inst2vec ugradivanje.

3.2.1 Opis modela

Za treniranje modela je korǐsten skup podataka POJ− 104[12], sastavljen od 104 različita
algoritma i 500 implementacija svakog algoritma. Za treniranje je slučajno odabrano 60%

16Skraćeno od bilingual evaluation understudy.
17Referenca jezika se može pronaći na https://llvm.org/docs/LangRef.html
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Slika 10: Popis i statistike skupova podataka na kojima je trenirano inst2vec ugradivanje,
preuzet iz [4]

skupa, dok je za validaciju i testiranje odabrano po 20% skupa te je svaki isječak iz skupa
na treniranje preveden 8 puta sa različitim zastavicama prilikom prevodenja kako bi se skup
povećao. Kao funkcija gubitka je korǐstena unakrsna entropija te je korǐsten optimizacijski
algoritam Adam.

Model se sastoji od LSTM sloja sa skrivenim stanjima dimenzije 200, batch normalizacije
te dva unaprijedna sloja, jedan dimenzije 32 s ReLU aktivacijom, dok je drugi dimenzije 104,
što odgovara broju klasa, sa sigmoidnom aktivacijom.

3.2.2 Implementacija i rezultati

U sklopu diplomskog rada dajemo implementaciju mreže u programskom jeziku Python,
koristeći popularnu biblioteku za strojno učenje Pytorch18.

Implementacija se može pronaći na https://gitlab.com/ajovanov/ncc-reimplementation.
Pošto su autori dali naučeno inst2vec ugradivanje i razdvojili podatke na skupove za treni-
ranje, validaciju i testiranje, možemo ih iskoristiti za učenje opisanog modela.19

Pytorch je biblioteka razvijena u laboratoriju Facebook’s AI Research lab te se uglavnom
koristi za brzu implementaciju i efikasno treniranje neuronskih mreža. Umjesto ručne im-
plementacije mreža i algoritama učenja, za definiranu mrežu moguće je automatski obaviti
propagaciju unaprijed i unazad, izračunati gradijent funkcije gubitka i ažurirati parametre
koristeći neku optimizacijsku metodu. Računanje se može znatno ubrzati ukoliko se koristi
Nvidia GPU s omogućenim CUDA operacijama.

Točnost modela u radu na testnom skupu iznosi 94.83% nakon 100 epoha treniranja, što
je bolje od ostalih state-of-the-art metoda klasifikacije. U našoj implementaciji je dobivena
točnost 87.98% nakon 100 epoha treniranja, što upućuje na pretreniranost modela jer je
točnost na skupu za treniranje veća od 90%. Pošto su modeli implementirani koristeći
različite biblioteke, vjerojatan razlog je u različitim postavkama hiperparametara koje je

18https://pytorch.org/
19Ugradivanje i podaci se mogu pronaći na https://github.com/spcl/ncc.
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potrebno ručno namjestiti. Takoder, poželjno je korǐstenje dodatne regularizacije, primjerice
dropout mehanizma. Na slici 11 se nalaze vrijednosti funkcije gubitka i točnosti modela po
epohama treniranja.

Slika 11: Gore: vrijednosti funkcije gubitka po epohama na skupovima za treniranje i vali-
daciju. Dolje: točnosti modela na istim skupovima.
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Sažetak

U ovom radu definiramo unaprijedne i rekurentne neuronske mreže koje se koriste za rješavanje
zadataka strojnog učenja. Neuronske mreže su sofisticirani model računanja za koji se može
izraditi efikasan algoritam treniranja, procesa kojim neuronska mreža uči kako reprezentirati
podatke uzorkovane iz neke nepoznate distribucije.

U prva dva poglavlja rada definiramo razne oblike neuronskih mreža i dajemo primjere
problema koje oni rješavaju. Naglasak se stavlja na LSTM arhitekturu, enkoder-dekoder
arhitekturu i razne mehanizme pažnje.

U trećem poglavlju motiviramo automatizaciju analize programskog koda. Dajemo pre-
gled radova koji pokazuju kako primijeniti rekurentnu neuronsku mrežu za odredivanje krat-
kog opisa funkcionalnosti isječaka programskog koda te klasifikaciju programskog koda.

Ključne riječi: strojno učenje, neuronske mreže, povratna propagacija, enkoder-dekoder,
pažnja, klasifikacija algoritama
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Application of recurrent neural networks
in code analysis

Summary

In this paper we define feedforward and recurrent neural networks that are used to solve
machine learning problems. Neural networks are a sophisticated computational model with
an efficient training algorithm, a process where the networks learns how to describe data
sampled from an unknown probability distribution.

In the first two chapters, we define different types of neural networks and give examples
of problems they can solve. We put emphasis on the LSTM architecture, encoder-decoder
architectures and various attention mechanisms.

In the third chapter, we motivate automation of program analysis. We review papers
that show how to apply recurrent networks to summarize and caption code snippets and to
classify programs.

Keywords: machine learning, neural networks, backpropagation, encoder-decoder, atten-
tion, algorithm classification
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