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1 Uvod

Ve¢ na prvi spomen naslova ovog diplomskog rada jasno nam je da ¢ée ova tema biti
usko vezana uz vizualizaciju jer su dokazi bez rijec¢i dani slikom.

Znamo da se ve¢ od prvih razreda Skole vizualizacija primjenjuje u obrazovnom
procesu ucenja i shva¢anja u bilo kojem skolskom predmetu pa tako i u matematici.
Kao najjednostavniji primjer toga moze nam posluziti npr. zbrajanje pomoc¢u jabuka,
novca i sli¢no.

Zato ¢emo na pocetku reéi nesto o vizualnom procesu i vizualizaciji u matematici.
Nakon toga razmotrit ¢emo Sto je to dokaz bez rijeci te primjere koji se navode u
analiziranim udzbenicima i jos neke dodatne primjere koji se takoder mogu koristiti u
nastavi matematike.

Reéi ¢emo i nesto o tome koji su problemi kod ovakve vrste dokaza te kako kori-
Stenjem tehnologije pomo¢i ucenicima da bolje razumiju i vizualiziraju matematicke
probleme.



2 Vizualizacija

Znacenje same rije¢i "vizualizacija" znaci uciniti nesto vidljivim. To je sposobnost
da se nesto predoci i zamisli u slikama. Na temelju ne-vizualnih podataka dolazi do
stvaranja slike u nasem mozgu. To znaci da se podaci iz necega Sto je apstraktno ili
nije odmah vidljivo pretacu u vidljivo.

Iz toga mozemo zakljuciti da iz vizualizacije proizlazi dijagram, skica, crtez itd. sto
nije uvijek lagano vizualizirati. Rezultat vizualizacije mora biti toc¢an i ¢itljiv. Najvaz-
niji kriterij vizualizacije je taj da iz vizualizacije moramo ste¢i neko novo znanje koje
povezujemo sa dosadasnjim znanjem kako bi vizualizacija imala smisla.

Vizualizacija je sposobnost, proces i produkt kreativnosti, interpretacija, razma-
tranje o slikama, skicama, crtezima, dijagramima koji su u naSem umu, na papiru
ili prikazani na racunalu. Vizualizacijom dolazimo do razvijanja novih ideja koristeci
stara znanja.

Mozemo rec¢i da je vizualizacija vjeStina mentalnog programiranja kojom postizemo
svoje ciljeve kao §to je naprimjer rjesavanje matematickog problema. Imati sposobnost
vizualizacije znaci imati moé¢ u svome umu zamisliti sliku koja nam pomaze da dodemo
do rjesenja problema.

Vizualizacija ima Sirok spektar koristenja za primjerice bolje ucenje, u borbi protiv
stresa, izljeCenje,odvikavanje od pusenja. . .

Vjestina vizualizacije je ispreplitanje vrlina kao $to su kreativnost, mastovitost, od-
lu¢nost, upornost, dosljednost, marljivost. Nije svaka vizualizacija uc¢inkovita stoga je
potrebno prakticirati i uvjezbavati vizualizaciju kako bi ona presla u vjestinu.

Kada je Einstein rjesavao neke probleme, uvijek je nastojao srz problema proma-
trati na Sto viSe nacina, ukljucujuci time slike i dijagrame. Vizualizirao je rjeSenja
te je vjerovao da brojevi i rije¢i kao takvi nisu imali vaznu ulogu u procesu njegovog
razmisljanja i stvaralastva. Vizualizacije su te koje su ga dovele do njegovog cilja.

Koliki je znacaj vizualizacije potvrdio je i Nikola Tesla koji je rekao: "Mogu zahvaliti
vizualizaciji za sve §to sam stvorio. Dogadaji iz mog zivota i moja otkri¢a pred mojim
oCima su stvarni, vidljivi kao i svaka pojava i predmet. U mladosti sam se toga plasio ne
znajudi sto je to zapravo, ali kasnije sam tu mo¢ primio kao dar i bogatstvo. Njegovao
sam ga i ljubomorno ¢uvao. Vizualizacijom sam na veéini izuma vrsio i ispravke, a onda
ih, tako zavrSene, pravio. Njome rjeSsavam i komplicirane matematicke jednadzbe, a da
ne ispisujem brojeve."



2.1 Znacaj vizualizacije u nastavi matematike

Vizualizacija u matematici ima dugu tradiciju i lista poznatih matematicara koji
su koristili i koji su zagovarali koristenje vizualizacije u matematici je duga.

Jedan istaknuti primjer je zasigurno slijepi matematicar Euler ¢ije ogranicenje nije
imalo nikakvog utjecaja na njegovu kreativnu snagu i moé¢ vizualizacije. Tijekom go-
dina svog sljepila napisao je vise od 355 radova zbog svoje vizualne mod¢i i dakako,
njegove fenomenalne memorije.

Pri ucenju i shva¢anju matematike vizualizacija moze biti mocan alat za istrazivanje
matematickih problema i moze dati jasnije znacenje matematickim pojmovima i vezama
izmedu njih. Vizualizacija smanjuje kompleksnost kada se nosimo sa velikom koli¢inom
informacija.

Sljedec¢a pric¢a mogla bi prenijeti draz vizualizacije u nastavi matematike mnogo bo-
lje nego mnoge analize. Glavnu ulogu u ovoj pric¢i ima profesor Norbert, ali zasigurno
¢e svaki ¢ovjek koji je imao doticaj s matematikom modéi pri¢u poistovjetiti na vise od
jednog njemu poznatog profesora ili prijatelja. Norbert je drzao predavanje na jednom
poznatom sveucilistu pred mnogobrojnom publikom te je bio zadubljen u rjesavanje
kompliciranog dokaza na ploc¢i. Ploca je bila gotovo puna formula i on je sigurno isao
prema rjeSenju. Iznenada je zastao jer se izgubio medu mnostvom formula. Za pro-
matrace se to ¢inilo nevjerojatnim kako se profesor mogao zabuniti. Proslo je nekoliko
minuta dok se nije ucinilo da profesor zna Sto radi. Krenuo je prema kutu ploce koji
je ostao neispisan i poceo crtati sliku. Nije rekao ni rijeci. Napokon je slegnuo rame-
nima od olakSanja, obrisao crtez koji je napravio i vratio se do mjesta gdje je zastao
sa dokazivanjem te je dokaz sa lako¢om zavrsio do kraja.

Matematicki koncepti, ideje, metode, imaju veliko bogatstvo i povezanost sa vi-
zualizacijom na mnogo razli¢itih nac¢ina. Upotreba vizualnih odnosa pri rjeSavanju
problema je vrlo korisna.

Osnove matematike kao $to su naprimjer udaljenost ili operacije sa brojevima rodile
su se iz konkretnih i vidljivih situacija. Svaki stru¢njak je svjestan kako je korisno po-
vezati konkretne slucajeve kada proucava odgovarajuce apstraktne objekte. Ista stvar
se dogada i sa ostalim apstraktnim dijelovima matematike.

Ovaj nacin rada, sa posebnim naglaskom na mogucée konkretne prikaze objekata
kojima pojedinac manipulira kako bi imao $to djelotvorniji pristup apstraktnijim ve-
zama kojima pojedinac mora upravljati je ono Sto nazivamo matematicka vizualizacija.

éinjenica da je vizualizacija vazan aspekt u matematici i nastavi matematike je sa-
svim nesto prirodno ako uzmemo u obzir znacenje matematicke aktivnosti i strukturu
ljudskog mozga. Kroz matematicke aktivnosti ucenici pokusavaju istraziti razlicite
realne situacije koje onda prepoznajemo kao matematicke probleme koje rjesavamo.



Vizualizacija se pokazuje korisnom kod otkrivanja odnosa medu matematickim objek-
tima i naravno u komunikacijskom procesu koji pogoduje matematickoj aktivnosti.

Ljudska percepcija je jako vizualna i stoga nije uopce iznenadujuce $to je vizu-
alna potpora umijeSana u matematicke zadatke, ne samo geometrijskog tipa, nego je
umijesana i u druga podrucja matematike gdje to bas nije tako ocito.

Cak i u matematickim aktivnostima koji su apstraktne nasem mozgu, matemati-
¢ari koriste simbole, vizualne dijagrame i mnoge druge mentalne procese koji ukljucuju
vizualizaciju. Povezivanje vizualizacije sa misaonim procesima rezultira otkrivanjem
novih spoznaja medu matematickim objektima u komunikacijskom procesu sto je do-
bro za matematicku aktivnost.

Zbog toga je ucenike potrebno upoznati sa procesom vizualizacije u u¢enju i podu-
¢avanju matematike te postepeno navikavati mozak ucenika na takvo razmisljanje. To
nije lak zadatak nego slozen proces koji ukljuc¢uje kontinuiranu vjezbu i praksu kroz
mnogo godina. Sto je naravno iskustveni proces za nastavnika.

Naravno, proces vizualizacije je vrijedno provesti samo ako je moguce stvari lakse
pribliziti u¢enicima, uciniti da im proces uc¢enja bude prirodniji, laksi, zanimljiviji, pri-
hvatljiviji itd. Istina je da slika vrijedi 1000 rijeci, ali ono sto je bitno jest da slika bude
shvaéena ili "dekodirana" na pravi nacin i da onaj tko ju proucava razumije na pravi
nacin, inace slika ne vrijedi nista.

Medutim, pojavljuju se ograni¢enja, poteskoce pa ¢ak i opiranje ucenika da koriste
vizualizaciju pri rjeSsavanju problema. Dok neki ucenici koriste vizualizaciju kako bi
modificirali dobiven zadatak u vizualni. Vizualni procesi rjesavanja zadataka, koji nisu
uvijek sigurne rutine jer nemaju "sablonu", pokazale su se kognitivno mnogo zahtjevnije
od analitickih tehnika rjeSavanja.

Pitanja koja nam se namecu:

Kako se ucenici nose s problemom vizualne prirode?
Koji je stupanj vizualne percepcije ucenika?
Koliko uéenici koriste vizualizaciju pri rjeSavanju problema?

Tall |23] istice: "Kvaliteta koristenja slika pri rjesavanju problema bez da im se
robuje daje matematicaru prednost, ali moze uzrokovati mnoge poteskoé¢e onome koji
tek uci."

Vizualizacija treba biti u pratnji logickog misljenja kako ne bi doslo do pogresaka,
jer nekada sama slika moze voditi krivim zaklju¢cima. Pri ucenju i poducavanju ma-
tematike treba biti svjestan i zamki koje nastaju ako koristimo isklju¢ivo vizualizaciju
pri rjeSavanju problema.

Vizualizacija moze biti moc¢an i koristan alat za rad sa matematickim problemima.
Jedna od mogucnosti kako vjezbati i poticati vizualizaciju kod ucenika je metoda do-
kazivanja bez rijeci.



3 Dokaz bez rijeci

Svaki razvoj neke teorije u matematici uzrokuje postavljanje raznih novih hipo-
teza o objektima s kojima radimo pri ¢emu dolazi do proucavanja svojstava objekata
koje promatramo. Opovrgavamo ili dokazujemo naSe formulirane pretpostavke. Veé
od prije poznata matematicka znanja tj. aksiomi, definicije i poznati teoremi, pomazu
nam u procesu stvaranja novih otkri¢a. Prilikom stvaralastva koristimo nase kreativno,
analiticko i logicko misljenje.

U nase novije doba razvijanje i poticanje takvog oblika rasudivanja je pozeljno u
nastavi matematike jer dobro priprema ucenike na cjelozivotno ucenje i bolji razvoj
ucenickih vjestina i sposobnosti. Zbog toga je dokazivanje kao dio matematike i nas-
tave matematike bitno za ucenike jer uciti dokazivati znaci i uciti rasudivati, a uciti
rasudivati je jedan od temeljnih zadataka matematike. Jedan od na¢ina dokazivanja u
nastavi matematike, a koji moze poboljsati nastavu matematike je upotreba vizualnih
dokaza odnosno dokaza bez rijeci.

3.1 Sto podrazumijevamo pod pojmom dokaz bez rijeéi?

Prije nego Sto krenemo, pogledajmo prvo $to podrazumijevamo pod rijeci "dokaz".
Definicija matematickog dokaza moze varirati, ovisno kojeg matematicara pitamo. No,
dokaz prije svega, mora biti uvjerljiv i valjan.

Neke od definicija mogu biti sljedece:

e Dokaz je niz izjava, gdje se istinitost svake izjave temelji na aksiomima ili pret-
hodno dokazanim teoremima.

e Demonstracija kako teorem doista slijedi iz aksioma i ranije dokazanih teorema
poznata je kao dokaz.

e Dokaz je "lanac" izjava koje, implicitno ili eksplicitno, pomocu aksioma i ranije
dokazanih teorema vode ka istinitosti tvrdnje koju pokusavamo dokazati.

Za dokaz bez rije¢i mozemo intuicijom zakljuciti da je ideja slikom ili nizom slika
dati dokaz neke matematicke tvrdnje, odnosno kroz promatranje, vizualizaciju i misa-
oni proces shvatiti i otkriti poruku slike. Izraze "dokaz bez rijeci" ili "vizulani dokaz"
koristimo ako govorimo o figuri koja izrazava matematicki dokaz s malo ili bez objas-
njenja.

Postavlja se jedno vazno pitanje: Mozemo li ovakav dokaz smatrati pravim doka-
zom? U nekim primjerima se doista radi o vrlo uvjerljivom dokazu dok nekada nije
tako. Ponekada je analizom slike samo dana ideja i put dokaza. Na taj nacin slika moze



biti putokaz ucenicima kako da sami provedu dokaz. Mada na takav nac¢in matema-
ticki dokazi nisu precizno napisani oni imaju vaznu ulogu u matematickom obrazovanju.

Stajaliste o dokazu bez rije¢i mozemo promatrati kroz formalizam i platonizam.
Formalizam ustraje na tome kako dokaz moze proizaé¢i koristec¢i samo formalno logicko
zaklju¢ivanje iz postojecih aksioma. Prema formalizmu dokaz bez rije¢i ne moze se
nikako nazvati pravim matematickim dokazom jer bez formalne strukture ne mozemo
nikako garantirati istinitost tvrdnji. Matematicari koji se slazu s formalizmom kazu
kako se cijene pametne ideje u matematici i kako je lijepo matematiku predociti slikama,
ali to ne smanjuje njihov skepticizam prema dokazu bez rijeci. Slike mogu prikazivati
samo jedan odreden slucaj, ali ne mogu prikazati generalizaciju teorema. Cak stovige
mogu nas dovoditi u zabludu. Za formaliste je dokaz bez rije¢i pedagoski vazan, ali ne
dokazuje nista.

Cesto se stajalista u matematici svode samo na formalizam i strogost te na dokaz
bez rijeci i ostale sli¢ne didakticke dosjetke gledaju sa sumnjom pa to zavrsi i potpunim
odbacivanjem. To potvrduje i stav dvaju uglednih matematickih stru¢njaka za obra-
zovanje T. Eisenberga i T. Dreyfusa koji kazu kako "vizualni argumenti imaju malu
vrijednost jer postoji samo jedan nacin matematicke komunikacije i dokazi bez rijeci
nisu prihvatljivi". Isto misljenje sa njima dijeli i francuski matematicar Jean Diedu-
onne koji kaze: "Odlucio sam u svoj tekst ne unositi niti jedan crtez." Svi takvi stavovi
su poprili¢no losi, neki matematicari ¢ak smatraju da je dokaz bez rijeci vulgarizacija
matematike.

Suprotnost tomu je Platonizam koji je prijateljski naklonjen dokazu bez rijeci i po-
drzava dokaz bez rije¢i smatrajuci ga pravim dokazom. Platonizam se temelji na tome
da matematicka istinitost postoji bez obzira na semantiku i nas je zadatak otkriti tu
istinitost bilo kojim sredstvima. To ostavlja mogu¢nost da dokaz bez rije¢i mozemo
smatrati pravim dokazom. Slika, iako moze predstavljati samo jedan odredeni slucaj,
pomaze naSem mozgu da otkrijemo generalizaciju, omogucava nam da bolje shvatimo
generalizaciju tvrdnje. Buduéi da Platonizam omogucuje da se matematicka istinitost
otkrije na druge nacine, bez formalne strukture koju zahtjeva formalizam, dokaze bez
rije¢i smatramo valjanim dokazima.

Primjer toga je George Polya koji svima daje uputu: "Nacrtaj sliku!", stoga on
savjetuje da se problem pocne rjeSavati vizualizacijom. Njegovi istomisljenici su Paul
Halmos koji izjavljuje kako je preduvjet matematickog uspjeha biti roden sa vizualnom
sposobnoséu te Martin Gardner. Martin Gardner naziva dokaze bez rije¢i "look-see
dijagramima" i kaze: "Od dobrog crteza nema ucinkovitije podrske razumijevanju
izvjesnih algebarskih identiteta. Svakako, u svrhu dokaza, treba znati manipulirati
simbolima, no u mnogim sluc¢ajevima dosadan dokaz se moze zamijeniti geometrijski
analognim, jednostavnim i lijepim tako da nas valjanost teorema gotovo zaslijepi."



S obzirom da dokaz bez rije¢i mozemo promatrati sa ta dva stajalista tesko je
utvrditi je li dokaz bez rije¢i zaista dokaz. To moze ovisiti od matematic¢ara do mate-
maticara. Medutim, pravi dokaz ili ne, svi se mozemo sloziti kako je dokaz bez rijeci
vrijedan alat u matematici, a posebice u poducavanju.

Za vizualne dokaze matematickih tvrdnji u kojima u potpunosti izostavljamo opis
rije¢ima mozemo re¢i da su matematicke zagonetke koje poti¢u ucenicko razmislja-
nje. Ispravnim koriStenjem dokaza bez rijeci na cjelovit nac¢in ucenici mogu primijeniti
usvojeno znanje i u¢inkovito uciti. Primjenom dokaza bez rije¢i u nastavi matematike
potvrduje se i postuje nacelo zornosti i apstraktnosti, a vidi se i velika primjena nacela
interesa i nacela trajnosti znanja. Mozemo slobodno reé¢i kako primjenom dokaza bez
rijeci zadiremo u svako nacelo metodike nastave matematike.

Takvim se nac¢inom poducavanja ucenike fokusira na klju¢na mjesta u dokazu te
na bitne elemente dokaza, a i ucenici postizu puno bolju koncentraciju koja je prili-
kom klasi¢nog dokazivanja, pri tome se misli na raspisivanje medukoraka i tehnickih
dijelova, smanjena. Prilikom dokazivanja ucenicima treba ukazati na dijelove dokaza
koji mozda iz slike nisu o¢iti, odnosno kako ucenici trebaju naé¢i namjerno ostavljene
"rupe" u dokazu.

Prirodno je da se u nastavi matematike slika stalno koristi kod geometrijskih sa-
drzaja, no i ostali dijelovi gradiva ¢esto se mogu vizualizirati, odnosno geometrijski
interpretirati.

Takoder je bitno napomenuti kako je za uspjeh pri dokazivanju bitna dobra slika
jer je iskustvo pokazalo kako se loSom skicom ucenike moze dovesti do pogresaka u za-
kljuc¢ivanju i uputiti u¢enika na krivi smjer rjesavanja problema pa je potrebno ucenike
stalno upozoravati na takve pogreske.

Prilikom provodenja dokaza bez rijeci slikovni zapis mozemo provesti pomocu ploce
i krede ili animacijama na racunalu Sto nam uvelike poboljsava i pojednostavljuje
nastavu, a ucenik zornije moze vidjeti i shvatiti probleme s kojima se suocava.

3.2 Povijest dokaza bez rijeci

Tijekom povijesti, ljudi su izrazavali matematicke ideje slikama. Razlog tome je
bio nerazvijen matematicki rje¢nik. Gotovo svim matematicarima bit ¢e poznato Sto
je prikazano na Slici [1| . To je prvi pronaden dokaz Pitagorinog teorema te ujedno i
prvi dokaz kojeg smatramo dokazom bez rijeci star vise od dva tisué¢ljeca.
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Slika 1: Geometrijski dokaz Pitagorinog teorema iz djela Zhou Bi Suan Jing

Radi se o slici koja zorno prikazuje Pitagorin poucak i dokaz je kako su matematicari
pronalazili dokaze matematickih tvrdnji i matematickih veza crtanjem slika.

Slika je pronadena u starom kineskom matematickom tekstu Zhou Bi Suan Jing
(otprilike 200. godina prije Krista), varijacije ovog dokaza pripisuju se samom Pitagori

rijeci i tijekom vremena je dozivio viSe stotina dokaza.

U starogrckoj matematici mozemo takoder sresti primjere dokaza bez rijeci gdje se
algebarski sadrzaji prikazuju raznim geometrijskim interpretacijama. Euklidovi "Ele-

menti" su pravi takav primjer, u njima se geometrijskim putem nastoje dokazati razne
algebarske tvrdnje.

Ovaj vizualni stil matematickih dokaza fascinirao je engleskog matematicara Olivera
Byrnea te je on 1847. godine napisao verziju Euklidovih "Elemenata", ¢iju naslovnicu
mozemo vidjeti na Slici [2], s elementima u boji u kojima se obojani dijagrami i simboli
koriste umjesto slova za lakse ucenje.

Takoder je zanimljivo napomenuti da Byrneovo koristenje dijagrama u boji pokre-
nulo najsuvremeniju tehnologiju tiska u boji u to vrijeme.
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Slika 2: Izdanje Euklidovih "Elementa” Olivera Byrnea

Medutim, usprkos svojim drevnim korijenima, dokazi bez rijeci nisu cesto bili pozi-
tivno ocijenjeni i prepoznati dok ih Mathematics Association of Amerika - MAA nije
pocelo redovito objavljivati u ¢asopisima Mathematics Magazine i The College Mathe-
matics Journal sredinom 1970-ih godina.

Clanak pod naslovom "Two mathematical papers without words" objavljen je u
Mathematical Magazine u rujnu 1975. godine. Autor rada bio je Rufus Isaacs. Ovaj
kratki rad pojavio se na kraju duzeg ¢lanka i ukljucivao je dvije slike. Na Slici [3| mo-
zemo vidjeti ¢lanak u izvornom obliku. Jedna slika predstavlja Pitagorin teorem, a
druga je crtez hipotetskog uredaja dizajniranog za trisekciju kuta. Iako ni jedna slika
nije predstavljena kao dokaz, namjera da se vizualiziraju ova dva problema i da se
potakne ¢itatelja na razmisljanje je postignuta.
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TWO MATHEMATICAL PAPERS WITHOUT WORDS

RUFUS ISAACS, The Johns Hopkins University

ON TRISECTING AN ANGLE

A PROOF OF THE PYTHAGOREAN THEOREM

Slika 3: Iz ¢lanka "Two mathematical papers without words" autora Rufusa Isaacsa

Napominjemo da je u djelu Zhou Bi Suan Jing slika Pitagorinog poucka bila popra-
¢ena tekstom objasnjenja. Dakle, lik se prvobitno pojavio kao slika, a ne kao vizualni
dokaz, bez rijeci. Time priznajemo Isaacsov doprinos vizualnim dokazima tj. njegovom
prepoznavanju da je ponekad slika dovoljna da da objasnjenje na matematicke tvrdnje
bez imalo teksta.
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Dokazi bez rijeci iz navedenog rada mozda i nisu njegovi izvorni radovi, preminuo
je 1981. i mozda nikada neé¢emo saznati gdje se prvi puta susreo sa dva dokaza bez
rijeci koji su objavljeni pod njegovim imenom, ali je vjerovao da su ove dvije slike bez
rije¢i svakako matematicki istinite. Drugim rije¢ima, on ih je prepoznao kao vizualni
dokaz i ponudio ih kao takve.

Nekoliko mjeseci nakon $to su objavljene ove slike, u sije¢nju 1976., Mathematical
Magazine doSao je pod vodstvo dvaju novih urednika, J. Arthur Seebach i L. Atrhur
Steen. S promjenom vodstva doslo je i do promjene u izgledu ¢asopisa. Novi dio "News
and Letters", koji je zamijenio stari "Notes and Comments" odjeljak, uveden je kako
bi pojednostavnio proces povratne informacije ¢itaca. Novi odjeljak je dopustio da
komentari na objavljene ¢lanke budu objavljeni u roku od mjesec dana od izvornog
datuma objave ¢lanka. Kao rezultat toga, nekoliko Citatelja je podnijelo komentar u
vezi ¢lanaka objavljenih u rujnu 1975.

Veéina dostavljenih komentara je bila u vezi s "Two mathematical papers without
words". Komentari upuceni na objavljene slike bili su izuzetno pozitivni. Isaacs je za
odjeljak "News and Letters" iz sijenja 1976. napisao: "Sve Sto sam namjeravao je
naglasiti rijetki i skroviti uzitak postizanja matematicke istinitosti iz samog vizualnog
dokaza."

U istom "News and Letters" odjeljku, novi urednik je zakljucio sa sljede¢om tvrd-
njom: "Zelimo potaknuti daljnje doprinose dokaza bez rijedi iz razloga navedenih od
Rufusa Isaacsa i jo§ jednog drugog: mi smo u potrazi za zanimljivim vizualnim mate-
rijalom da ilustriramo stranice ¢asopisa i koristimo ih kao korisno dopunjenje krajeva
¢lanaka. Sto bi moglo biti bolje za tu svrhu nego ugodna ilustracija koja je napravila
ugodnu matematicku tocku na i?"

Nakon objave ovog zakljucka, slike su se pocele pojavljivati u matematickom ma-
gazinu pod naslovom "Dokaz bez rije¢i" i to jednom ili dva puta godisnje. Do 1987.
godine ta je stopa povecana na pet ili Sest godis$nje, u prosjeku po dva dokaza po izda-
nju. Polazeé¢i od najstarijih pojavljivanih matematickih radova pa sve do ovog clanka
koji se pojavio u spomenutom casopisu dokaz bez rijeci je dobio zasluzeno mjesto u
matematici.

Izjava Lynn Artura Steena u Mathematics Magazine svjedo¢i tome kako popular-
nost ovakve vrste dokazivanja sve vise raste: "Kao predavac¢ Cesto uCenicima skre¢em
pozornost na to da zapamte geometrijske crteze koji ukratko opisuju bit matematic-
kih odnosa i teorema. Za vecinu ljudi, vizualna memorija je mnogo uc¢inkovitija nego
samo strogo koriStenje rijeci. Stovise, razli¢iti matematicki odnosi koji su predstavljeni
dobrim crtezom ocekuju da budu prepoznati i verbalizirani. Dakle, kao sredstvo za
pomo¢ studentima za ucCenje i pamdéenje matematike, dokazi bez rijeci su ¢esto puno
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4 Dokaz bez rije¢i u udzbenicima

Nastava matematike neprestano se obogac¢uje novim idejama i metodama kako bi
matematiku priblizili uc¢enicima. Iz istog razloga dolazi i do promjene sadrzaja u udz-
benicima. Udzbenici se nastoje sto vise prilagoditi uceniku radi lakseg koristenja i
shva¢anja nastavnog gradiva. Suvremena nastava matematike stavlja pred ucenika
matematicke dosjetke i zadatke koji pobuduju interes za ucenje matematike te takvi
sadrzaji zauzimaju sve viSe prostora u udzbenicima.

Udzbenik definiramo kao osnovnu didakticki oblikovanu skolsku knjigu koja je na-
pisana na osnovi propisanog nastavnog plana i programa, a koju ucenici upotrebljavaju
u skolovanju. Iz definicije mozemo shvatiti kako je udzbenik vrlo vazan izvor znanja
u nastavi jer je didakticki oblikovan i napisan prema propisanom nastavnom planu i
programu, Sto nam daje odredenu garanciju metodicke ispravnosti, valjanosti sadrzaja,
pazeci na mogucénosti ucenika odredene dobi.

Sto sve udzbenik treba zadovoljavati propisuje se Udzbenickim standardom koji
propisuje Ministarstvo znanosti, obrazovanja i sporta Republike Hrvatske. Godine
2014. na trziste su izasli novi udzbenici za gimnazije i ¢etverogodisnje tehnicke skole
te za sva Cetiri razreda prirodoslovno-matematicke gimnazije izdavacke kuce Element.
Prema rijec¢ima autora Branimira Dakic¢a i Nevena Elezovi¢a u udzbeniku se nalaze ve¢
poznati sadrzaji, ali i neki novi dodatni sadrzaji. U ovom poglavlju diplomskog rada
razmatrat ¢emo neke od udzbenika izdavacke kucée Element i vidjeti koji se sadrzaji
pojavljuju u udzbenicima vezani za temu diplomskog rada.

Udzbenici koje promatramo su:

1. MATEMATIKA 1, udzbenik i zbirka zadataka za 1. razred gimnazija i tehnickih
skola, 1. dio, B.Daki¢ i N. Elezovi¢, Element, 2014.

2. MATEMATIKA 1, udzbenik i zbirka zadataka za 1. razred gimnazija i tehnickih
skola, 2. dio, B.Daki¢ i N. Elezovi¢, Element, 2014.

3. MATEMATIKA 2, udzbenik i zbirka zadataka za 2. razred gimnazija i tehnickih
skola, 1. dio, B.Dakic¢ i N. Elezovi¢, Element, 2014.

4. MATEMATIKA 2, udzbenik i zbirka zadataka za 2. razred gimnazija i tehnickih
skola, 2. dio, B.Daki¢ i N. Elezovi¢, Element, 2014.

5. MATEMATIKA 3, udzbenik i zbirka zadataka za 3. razred gimnazija i tehnickih
skola, 1. dio, B.Daki¢ i N. Elezovi¢, Element, 2014.

6. MATEMATIKA 3, udzbenik i zbirka zadataka za 3. razred gimnazija i tehnickih
skola, 2. dio, B.Daki¢ i N. Elezovi¢, Element, 2014.
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7. MATEMATIKA 4, udzbenik i zbirka zadataka za 4. razred gimnazije, 1. dio,
B.Daki¢ i N. Elezovi¢, Element, 2014.

8. MATEMATIKA 4, udzbenik i zbirka zadataka za 4. razred gimnazije, 2. dio,
B.Daki¢ i N. Elezovi¢, Element, 2014.

U predgovoru udzbenika autori navode kako velik broj ilustracija i slika u udzbeni-
cima podize zornost sadrzaja te u¢enicima ukazuju na zanimljive kutke kojim je svrha
unijeti zivost u proces uenja. Zanimljivi umetci (kutci) koji se navode u udzbeniku
su: kutak "Za radoznale", "Kutak plus", kutak "Istrazite", kutak "Bez rije¢i" , kutak
"Iz zabavne matematike", "Povijesni kutak" i kutak "Toc¢no - neto¢no pitalice".

Ti umetci su u udzbenicima naznaceni posebnim simbolima i autori navode njihova
znacenja kako bi ucenicima ukazali Sto je njihova zadaca u pojedinom kutku.

Za ovaj diplomski rad bitan je kutak "Bez rijeci". Autori pod taj kutak stavljaju
sljedece objasnjenje: "Dokaze nekih matematickih ¢injenica mozemo izraziti zorno i bez
rijeci kao svojevrsne matematicke rebuse. Kad kazemo "bez rije¢i", podrazumijevamo
da je dokaz neke matematicke ¢injenice predocen bez ikakva pisanog obrazloZenja.
Dokazu vodi analiza same slike, a na vama je da ga opisSete rije¢ima."

Bez rijeCi
¢

' Dokaze nekih matematickih ¢injenica mozemo izraziti zorno i bez rijeéi

kao svojevrsne matematicke rebuse. Kad kazemo “bez rije¢i”, podrazu-
mijevamo da je dokaz neke matematicke Cinjenice predocen bez ikakva
pisanog obrazloZenja. Dokazu vodi analiza same slike, a na vama je da
ga opisete rije¢ima.

Slika 4: Simbol i objasnjenje kutka "Bez rijeci” u udzbenicima

U sljede¢im potpoglavljima proéi é¢emo kroz svaki razred srednje skole i navesti
dokaze bez rijeci koji se pojavljuju u promatranim udzbenicima.

4.1 1. razred gimnazija i tehnickih Skola

Kutak "Bez rijeci" u 1. razredu Elementovog udzbenika [5] se prvi put pojavljuje
u prvoj nastavnoj cjelini "Brojevi" u nastavnoj jedinici "Prirodni i cijeli brojevi".
Na kraju nastavne jedinice nalazi se kutak "Bez rijeci". Prije kutka "Bez rijec¢i" u
udzbeniku se nalazi "Kutak plus" u kome se objasnjava Gausova dosjetka.

Nakon toga uceniku je prikazana sli¢ica koja ilustrira zbroj prvih n uzastopnih
prirodnih brojeva te se uceniku postavlja izazov da objasni prikazanu sli¢icu.
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Sljedece slicice ilustriraju Gaussovu dosjetku u
geometrijskoj izvedbi. Mozete li je protumaci-
ti?

Zelite 1i se potanje pozabaviti ovom temom,
upucujemo vas na www.element.hr/plus.

Slika 5: Zbroj pruih n uzastopnih prirodnih brojeva

Kako su se ucenici prije dokaza upoznali sa Gausovom dosjetkom mogli bi doé¢i do
sljedeceg zakljucka:

Neka nam svaki kvadrati¢ ustvari predstavlja broj pa je zbroj prvih n uzastopnih
prirodnih brojeva 1 + 2 + 3 + - -- + n ustvari predoc¢en u obliku nazubljenog trokuta,
tu sumu mozemo oznaciti slovom S.

Gausovim postupkom zbroj ova dva nazubljena trokuta mozemo prikazati tako
Sto ¢emo sve pribrojnike ispisati u dva reda, ali obrnutim redoslijedom, kao $to je i
prikazano na Slici [5}

S=1+4+2+3+4+-+(n—1)+n
S=n+Mn—-1)+-+4+3+2+1

Nakon toga zbrajamo po dva pribrojnika koja su jedan iznad drugoga i dobivamo

uvijek isti zbroj, odnosno n + 1. I kako njih imamo n to ¢e biti n(n + 1) pa tako iz
25 =n(n+ 1) dobivamo S = @
Upravo ovo objasnjenje otvara ideju za ovako zornu geometrijsku interpretaciju

sume prvih n uzastopnih prirodnih brojeva.

Nakon toga u Elementovom udzbeniku [5] u drugoj po redu nastavnoj cjelini "Poten-
cije i algebarski izrazi" u nastavnoj jedinici "Algebarski izrazi. Potenciranje binoma."
pojavljuje se lijep geometrijski dokaz za kvadrat binoma.
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. Bezrijeci
7,‘7“ KVADRAT BINOMA
a
b a—b
a
a b
a b b a—b
la b =a 2ab 1 bF (@a—b)? = &> — 2ab + b?

Slika 6: Kvadrat binoma

Ucenici ¢e primijetiti kako je na Slici [0] koja prikazuje kvadrat zbroja prikazan
kvadrat kojemu je duljina stranice a + b pa je povrsina tog kvadrata (a + b)?, §to je
ustvari kvadrat zbroja.

Nakon toga primijetit ¢e da je taj isti kvadrat podijeljen na manji kvadrat, veci
kvadrat i na dva sukladna pravokutnika. Uocit ¢e kako je ustvari povrsina velikog
kvadrata (a + b)? jednaka zbroju povrsina dvaju sukladnih pravokutnika ab, povrsine
veéeg kvadrata b* i povrSine manjeg kvadrata a?.

Kod kvadrata razlike mozemo uociti kako se radi o kvadratu kojemu je duljina
stranice a. Ako u taj kvadrat upiSsemo manji kvadrat duljine stranice b tada dobijemo
kvadrat kojemu je duljina stranice (a — b), odnosno taj je kvadrat povrsine (a — b)?,
sto je kvadrat razlike. Pogledajmo sada c¢emu je taj kvadrat razlike jednak.

Kako bi dobili taj kvadrat moramo od kvadrata povrsine a? oduzeti dva sukladna
pravokutnika povr§ine b(a — b) te manji kvadrat povrsine b?. Racunski to mozemo
zapisati ovako:

(a —b)* = a* — 2b(a — b) — b
= a® — 2ab + 2b* — b?
=a? — 2ab + V2.

U istoj nastavnoj jedinici "Algebarski izrazi. Kvadrat binoma." pojavljuje se i dokaz
bez rijeci za kvadrat trinoma za one ucenike koje Zele znati vise.



L Bez rijedi
O, KVADRAT TRINOMA

18

c ac bc c?
bl ab b2 be
a a? ab ac

a b c

(@ B+el —a it +¢ - 2ab - actbo)

Slika 7: Kvadrat trinoma

Ukoliko su ucenici dobro shvatili dokaz bez rije¢i za kvadrat binoma na isti nac¢in
¢e uociti kako se ovdje radi o kvadratu ¢ija je stranica duljine (a + b+ ¢) i da je na
taj nacin dobiven kvadrat povrsine (a + b+ ¢)?. Kvadrat je podijeljen na 9 dijelova od
kojih su neki sukladni. Zbrajajuéi povrsine tih dijelova ucenici ée uociti kako je ustvari
(a+b+c)?=a*+b*+  + 2ab + 2ac + 2be, §to je formula za kvadrat trinoma.

Na kraju nastavne cjeline "Potencije i algebarski izrazi" nalaze se zadaci koji pri-
padaju nastavnoj cjelini. U zadacima je uceniku prepusten dokaz bez rije¢i kvadrata

binoma, ali na drugaciji nac¢in od prethodno opisanog.

Bez rijeci

b~ 4 PROZOR

a

b

(@b =Nz bt 1 dub!

Slika &: Zadaci: Kvadrat binoma
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Ovdje ucenici mogu odmah uo¢iti kako se radi o kvadratu povrsine (a+0b)2. Iz slike
mozemo vidjeti kako je ta ista povrSina prikazana pomoc¢u kvadrata povrsine (a — b)? i
4 sukladna pravokutnika povrsine ab pa imamo da je (a +b)* = (a — b)? + 4ab. Ucenici
ovdje mogu primijetiti kako smo kvadrat zbroja binoma povezali sa kvadratom razlike
binoma.

U promatranoj nastavnoj cjelini "Potencije i algebarski izrazi" nalazi se nastavna
jedinica "Razlika i zbroj potencija". U toj nastavnoj jedinici ucenici se upoznaju sa
razlikom kvadrata te im je dan dokaz bez rijeci razlike kvadrata na dva nacina.

‘ Bez rijeci
a
_.J RAZLIKA KVADRATA

Na slikama su prikazana dva geometrijska tumacenja razlike kvadrata. Prouéite ih i
obrazloZite.

at— bt = (a—bjila1b).

1)

b /

.y

Slika 9: Razlika kvadrata

Kod prvog nacina ucenici ée odmah primijetiti kako imaju kvadrat povrine a? u
kojeg je upisan kvadrat povrine b?. Ukoliko oduzmemo povrsinu velikog kvadrata od
manjeg dobijemo upravo razliku a®> — b®. Nakon toga ucenici ¢e se pitati ¢emu je to
jednako, odnosno $to nam je preostalo tim oduzimanjem. Podjelom preostalog dijela
kvadrata na nac¢in prikazan kao na slici i preslagivanjem tog dijela dobijemo pravokut-



20

nik ¢ija je povrsina (a — b)(a + b). Dakle, imamo a? — b* = (a — b)(a + b).

Drugi na¢in od ucenika zahtjeva malo viSe razmisljanja no mogli bi ga bez teskoce
rijesiti. U kvadrat povrSine a? upisan je kvadrat povrsine b? na drugadiji nac¢in. Odu-
zimanjem kvadrata povrine a? od kvadrata povrgine b? preostalu povrsinu mozemo
podijeliti na 4 sukladna pravokutnika. Preslagivanjem tih pravokutnika dobijemo je-
dan veci pravokutnik. Ucenici ¢e se nakon toga zapitati kolike su stranice tog pravo-
kutnika, a zatim kolika je povrSina. Pogledajmo koliko iznosi duljina manje stranice
jednog od cetiri sukladna pravokutnika. Iz slike je vidljivo da je to “T_b Dakle, duljina

. - - Ten e a=b —b _ a=bta—b _ 2(a=b) _
krace stranice velikog pravokutnika je *5° + %57 = *=—3%= = =5— = a — b. Sada

duljinu vece stranice jednog od ¢etiri sukladna pravokutnika mozemo izracunati tako
da od stranice a oduzmemo “T’b, a to iznosi ‘IT“’ Dakle, duljina vece stranice naseg
velikog pravokutnika je “TH’ + GTH’ = a +b. Na kraju smo dobili da su stranice velikog
pravokutnika duljine a — b i a + b, te je povrsina tog pravokutnika (a — b)(a +b). Sada

imamo da je a* — b* = (a — b)(a + b).

U Elementovom udzbeniku [5] za prvi razred ne pojavljuje se vise niti jedna rubrika
"Bez rije¢i". Mozemo reé¢i kako su navedeni dokazi bez rijec¢i u udzbeniku velika pomo¢
ucenicima koji ne razumiju algebarske identitete te ih shvac¢aju kao formule koje mo-
raju nauciti napamet, bez imalo razmisljanja. Ovakvi geometrijski dokazi algebarskih
izraza novost su u nastavi matematike, a vidimo kako navedeni geometrijski dokazi ne
zahtijevaju od ucenika veliko predznanje za njihovo tumacenje.

Elementov udzbenik [6] u¢enicima donosi jos nekoliko zanimljivih dokaza bez rijeci.
Prvi medu njima pojavljuje se u nastavnoj cjelini "Sukladnost i sli¢nost" u nastavnoj
jedinici "Sukladnost duzina i kutova". Rije¢ je o dokazu zbroja vanjskih kutova trokuta.

‘ Bez rijeci
\ - |

a/+ﬁl+y!:36oo

Slika 10: Zbroj vangjskih kutova u trokutu
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Kako su se ucenici ve¢ ranije susretali s trokutom znat ¢e da je svaki vanjski kut
jednak zbroju njemu nesusjednih kutova, §to mozemo zapisati na idué¢i nacin:

o =B+
pl=a+y
v =a+p.

Ako pogledamo sada ¢emu nam jednako o + 3’ + +/ dobivamo:

o+ 4+ =+y+aty+a+p

=(a+B+7)+(@+F+7).
Ucenici znaju kako je zbroj kutova u trokutu jednak 180° pa imamo:
o + B ++" =180° + 180° = 360°.
Neki ucenici ¢e mozda odabrati iduéi pristup: Znamo da je zbroj veli¢ina unutarnjeg
kuta i njemu pripadajuceg vanjskog kuta jednaka 180° tj. da vrijedi:
a+a =180° 3+ 5 =180°,v ++' = 180°.

Ako zbrojimo ove tri jednakosti dobivamo da je a + o' + g+ '+ v+ 7 = 540°.
Kako je o + 3+~ = 180° imamo da je o/ + 3’ + +" = 360°.

U istoj nastavnoj cjelini i nastavnoj jedinici Elementovog udzbenika [6] pojavljuje
se jo§ jedan kutak "Bez rijeci". Ucenici trebaju pokazati kako je zbroju kutova u
zvijezdi jednak 180°. Iz Slike [11] to je vidljivo, medutim ucenici to trebaju objasniti i
obrazloziti rijeC¢ima.
Bez rijeci

O

1+2+3+445=180°.

Slika 11: Zbroj kutova u zvijezdi
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Prije svega, pogledajmo kutove koje su oznaceni na slici i napisimo njihova imena:

1=4ZDAC
2=/FEBD
3=ZLACE
4=/BDA
5=ZCEB.

Na slici su ve¢ bojom istaknuti kutovi koje trebamo promatrati, a uc¢enici bi trebali
prepoznati Sto nam ti kutovi porucuju.

D
/\

Slika 12: Zbroj kutova u zvijezdi

Poucak o vrsnim kutovima kaze da dva pravca koja se sijeku odreduju dva para
medusobno sukladnih kutova. Ukoliko produzimo EC i AC kod vrha C te na te pro-
duzetke oznacimo tocke H i [ (Slika dobit ¢emo, prema poucku o vr$nim kutovima,
vrsni kut kuta ZACE. Taj vréni kut kojeg smo oznacili ZIC'H je iste veli¢ine kao i
LACE.

Nadalje, povucemo li pravac p paralelan sa duzinom BD te na pravcu p oznadimo
tocku J (Slika mozemo uociti sljedece:

Ozna¢imo DBNCE = {F} i DGNAC = {G}.

Pogledajmo ABEF. U tom trokutu je ZFEFD = ZDBE + ZCEB jer je ZEFD
vanjski kut ABEF pa je jednak zbroju njemu nesusjednih kutova.

Prema poucku o kutovima uz presjecnicu (transverzalu) koji kaze da ukoliko imamo
dva paralelna pravca tada pravac koji ih sijece odreduje s njima sukladne kutove imamo
da je ZDFFE sukladan Z/JCEFE. Primjetimo kako su paralelni pravci p i DB, a presjec-
nica je pravac EC.

Isto tako promotrimo AADG i njegov vanjski kut ZCGD. Za taj vanjski kut vrijedi
LCGD = ZDACH ZBDA. Prema poucku o kutovima uz presjecnicu (paralelni pravci
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su DB i p, a presjecnica je pravac AC) imamo da je ZCGE = ZICJ. Vidimo da
ZJCE, ZICJ 1 ZHCT ¢ine ispruzeni kut pa imamo da je

LJCE + ZICJT + LHCIT = 180°

LEFD+ ZCGD + LACE = 180°

LEBD + ZCEB + £ZDAC + £BDA + LZACE = 180°
245+1+4+3=180°

Ovim dokazom bez rije¢i moze se provjeriti jesu li ucenici dobro shvatili navedene
poucke te znaju li ih primjeniti u zadacima.

Nastavna cjelina "Sukladnost i slicnost" krije jos jedan dokaz bez rijeci u nastavnoj
jedinici "Cetiri karakteristicne tocke trokuta". Na Slici [13| dan je geometrijski dokaz
povrsine trokuta.

Bez rijeCi
)

(e

Slika 13: Povrsina trokuta

Ucenici ce iz slike vidjeti kako je u trokut ABC upisana kruznica polumjera r, a
srediste koje smo oznacili sa U (Slika te kruznice je u sjecistu simetrala kutova

ANABC.
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Slika 14: Povrsina trokuta

Uo¢imo AABU, ABCU, ACAU. Visine tih trokuta U N3, U Ny, U Ny redom, dijele
svaki taj trokut na dva pravokutna trokuta od kojih su neki sukladni.

Prema S — S — K poucku o sukladnosti (dva su trokuta sukladna ako se podudaraju
u dvjema stranicama i kutu nasuprot duljoj stranici):

ACUN; = AUCN,

CUzajednicka, [UN;| = |[UN,|, ZON,U = ZUN,C = 90°
ANANU =2 ANAN,U
AUzajednicka, |UNs| = |[UNsy|, ZAN3U = ZAN,U = 90°
ABUN;3; = ABN,\U
BUzajednicka, [UNs| = |UNy|, ZUNsB = ZUN; B = 90°.
Te pravokutne trokute mozemo presloziti tako da oni ¢ine pravokutnik ¢ije su stra-

nice m +n + p i r. PovrSina tog pravokutnika je

P = (m+n+ p) - r,odakle redom slijedi:
2(m+n+p)

P=——"".7r
2
P:2m—|—22n—|—2p'r
m+n+p+m+n+p
P = T
2
a+b+c
= - T
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Aritmeticku i geometrijsku sredinu ucenici susre¢u ve¢ u prvom dijelu udzbenika za
prvi razred gdje im je u sklopu "Kutak plus" dan geometrijski dokaz i objasnjenje AG
nejednakosti na malo drugadiji nacin (Sto ¢emo kasnije dodatno prokomentirati) nego
Sto je dano u drugom dijelu udzbenika za prvi razred pod kutkom "Bez rijeci".

I dalje se nalazimo u nastavnoj cjelini "Sukladnost u sli¢nost", ali u nastavnoj
jedinici "Sli¢nost trokuta: Algebarske konstrukcije". Dokaz je dan Slikom [I5]

Bez rijeci

) T T o
> Va - b razmatrali

a+b
Nejednakost izmedu aritmeticke i geometrijske sredine T
smo vecd ranije (str. 153. prvog dijela). Tada smo dali i jedno njezino geometrijsko
tumacdenje. Na sljedecoj slici vidimo jo$ jednu moguéu geoemetrijsku predodzbu iste
nejednakosti. Pozorno je promotri i protumaci.

AD| = a, |DB|=b

(1r+b2 3

2

Slika 15: AG nejednakost

Na slici je prikazana kruznica sa sredistem u tocki S i promjera |AB|. Na AB
odabrana je tocka D tako da je |AD| =a i [DB|=b. U to¢ki D podignemo okomicu
na AB i sjeciste okomice sa kruznicom ozna¢imo tockom C. Prema Talesovom teoremu
(obodni kut nad promjeru kruznice je pravi) tada je ZAC'B = 90° pa zaklju¢ujemo da
je AABC pravokutan trokut s pravim kutom kod vrha C. Vidimo i da je |SC| = aT’Lb

Kako je C'D visina na hipotenuzu iz vrha C pravokutnog AABC, a D no#iste te
visine po Euklidovom teoremu vrijedi da je |C'D| = v/a - b (duljina visine pravokutnog
trokuta jednaka je geometrijskoj sredini duljina odsjecaka na koje noziste te visine dijeli
hipotenuzu).

Sada, kako je SC hipotenuza, a DC kateta pravokutnog ADSC imamo da je
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|CD| < |SC| odnosno:

a;bE\/a-b.

Pri ¢emu jednakost vrijedi ako i samo ako je D = S, odnosno a = b.

Zadnja rubrika "Bez rije¢i" u prvom razredu gimnazija i tehnickih Skola nalazi se
na kraju nastavne cjeline "Kruznica i krug. Pravilni mnogokuti." i dio je nastavne
cjeline "Duljina kruznog luka i povrsina kruznog isjecka". Ucenicima je u tom kutku
"Bez rije¢i" dan vizualni dokaz dva Arhimedova zadatka, koji su prikazani na sljedeéim
slikama.

Bez rijedi
4’i
;—) Prema poopcenju Pitagorina poucka vrijedi
daje
P,+P,=P..

Rijecima: povrsina polukruga nad hipotenu-
zom jednaka je zbroju polukrugova nad kate-
tama pravokutnog trokuta. Primjenjujuci ovu
¢injenicu mozemo rijesiti Arhimedov zadatak
3 poznat pod nazivom Krznarski noz:

P 0 R

Slika 16: Arhimedov zadatak: Krznarski noZ

U sklopu te rubrike dano je odmah i objasnjenje zadatka o Krznarskom nozu. Treba
pokazati da je povrdina A Krznarskog noza jednaka povrsini C' kruga opisanog nad @QS.

Kako su ucenici upoznati sa poopcéenjem Pitagorinog poucka u nastavnoj cjelini
"Sukladnost i sli¢nost" u dijelu "Kutak plus" (ako nad stranicama pravokutnog tro-
kuta nacrtamo sli¢ne likove tada je povrSina P, lika nad hipotenuzom jednaka zbroju
povrsina P, i P, dvaju likova nad katetama) oni ¢e mo¢i razumijeti dani dokaz prikazan
na Slici I7
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Dokaz.

A+A;1+A =By + B; Bh=A1+C;

A4+A +A=A+Ci+A+ G
A=C+0C=C

Slika 17: Objasnjenje zadatka o Krznarskom nozu

Zadatak. Jo3 se jedan Arhimedov zadatak, Zadatak o soljenci ¢esto navodi uz
prethodni. Crtezi pokazuju o ¢emu je rijec. Mozes li dokazati tvrdnju?

N

Slika 18: Arhimedov zadatak o soljenci

Zadatak o soljenci od ucenika zahtjeva malo dublju analizu i uocavanje. Treba
pokazati da je povrsina A lika na slici koji se jos naziva i salinon jednaka krugu povrsine
C oznacenom na slici. U svrhu bolje analize oznac¢imo tocke kao na sljedecoj slici.
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Slika 19: Arhimedova soljenka

Konstruirajmo poloviste duzine DE i ozna¢imo ga tockom O. Zatim konstruirajmo
okomicu na DE kroz toc¢ku O i presjek najveée kruznice i okomice ozna¢imo tockom
C, a presjek okomice i kruznice dijametra |DE| ozna¢imo tockom F.

Konstruirajmo sredista kruznica dijametra |AD| i |EB]| te ih ozna¢imo tockama G
i H.

Kako je |[AD| = |EB| slijedi da je

[AG| = |GD| = |[EH| = |HB| = «.

|OD| = |OE| i |OF)| su radijusi istog kruga pa moZemo napisati

|OD| = |OE| = |OF| =y.

Sada je |[AO| = |OB| = 2z +y i O je srediste kruznice dijametra |AB|. Primjetimo
kako je C'F' os simetrije salinona.
Takoder, kako su |OA|, |OB| i |OC| radijusi iste kruznice vrijedi da je

|OA| = [0B| = [0C| = 2z +y.

Konstruirajmo poloviste CF i oznacimo ga tockom P. Kako je |OC| = 2x + y i
|OF| = y slijedi da je

|ICF| =10C|+|OF| =2z + 2y

pa je radijus kruznice dijametra |C'F| jednak x +y i povrina tog kruga je (z +y)? - .

Pogledajmo sada kolika je povrSina salinona.
Povrsina polukruga dijametra |AB]| je

1
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Povrgina polukruga dijametra |DE)| je

Odatle slijedi da je povrsina saliona jednaka:
1
5 [(2x+y)2—2w2+y2} = -7r(4x2+4xy+y2—2x2+y2)

T (23(;2 + 4y + 2y2)

(2® + 22y + )
(z +y)*.

I
Ny RN

Time smo dobili da je povrsina kruga jednaka povrsini salinona.

4.2 2. razred gimnazija i tehnickih Skola

U drugom razredu gimnazija i tehnickih skola kutak "Bez rije¢i" ima slabu zas-
tupljenost. U Elementovom udzbeniku |7] za drugi razred ne pojavljuje se niti jedna
rubrika, dok se u Elementovom udzbeniku [8] za drugi razred pojavljuje samo jedna
rubrika "Bez rijeci".

Spomenuta rubrika nalazi se u nastavnoj cjelini "Poliedri i rotacijska tijela" u nas-
tavnoj jedinici "Piramide". Kutak "Bez rije¢i" nalazi se na kraju nastavne jedinice u
zadacima koji pripadaju nastavnoj jedinici i prikazan je na Slici
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Bez rijeCi

OBUJAM KRNJE PIRAMIDE

Obujam krnje piramide kojoj su povrsine osnovaka B i By, a visina /1, ra¢unamo po
formuli

I
= 3’(3+ VBB; + B)).

Posebice, ako je piramida uspravna s kvadrathnom oshovkom, tada je njezin obujam
jednak

6, = 2
Vi= %((z‘ + aa; + ay).

Do ove formule mozZemo doéi i na nagin opisan sljedecim slicicama. Protumacite ih!

N

a a—b
volumen = abh volumen = l/3(a—b)2h

Slika 20: Obujam krnje piramide

Ako uspravnu Cetverostranu piramidu presijetemo paralelno s bazom dobivamo
ovakvu krnju piramidu. Promatramo krnju piramidu s dvije kvadratne osnovke (kva-
drat stranice b i kvadrat stranice a). Krnju piramidu rastavili smo na jednu pravilnu
¢etverostranu prizmu, Cetiri jednake uspravne trostrane prizme i Cetiri jednake cetve-
rostrane piramide.

Preslagivanjem geometrijskih tijela od pravilne ¢etverostrane prizme i cetiri jed-
nake uspravne trostrane prizme dobivamo kvadar obujma a - b- h, a preslagivanjem ce-
tiri jednake Cetverostrane piramide dobivamo pravilnu ¢etverostranu piramidu obujma

5(a — b)?h pa je obujam krnje piramide:

1
bt g(a—b)°h

- (3ab + a® — 2ab + b*)

V =

- (a® + ab + b?).

wlwl>= 8
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4.3 3. razred gimnazija i tehnickih Skola

U trecem razredu gimnazija i tehnickih skola sli¢na je situacija kao i u drugom
razredu. Rubrika "Bez rije¢i" pojavljuje se samo jednom u Elementovom udzbeniku
[9]. U drugom dijelu udzbenika za treéi razred tj. Elementovom udzbeniku [10] se
ne pojavljuje niti jednom. Rubrika "Bez rije¢i" koja se pojavljuje odnosi se na zorni
dokaz kosinusovog poucka koji je prikazan na Slici 21} Dokaz se nalazi u zadacima koji
pripadaju nastavnoj jedinici "Trigonometrija trokuta" u nastavnoj cjelini "Poucci o
trokutu".

. Bez rijeci

O, POUCAK O KOSINUSU

a-(2ccosf —a) = (c—b)(c+Db)

Slika 21: Poucak o kosinusu

Ono $to ¢e ucenicima prvo upasti u oko kad gledaju ovu sliku je AABC koji svojom
bojom privlaci pozornost na sebe otkrivajuéi time kako je upravo od njega krenula ova
konstrukecija i kako od tog trokuta trebamo krenuti u razmatranje ovog dokaza. Mozemo
uoditi kako je konstruirana kruznica k sa sredistem u tocki A polumjera |[AB| = c,
odnosno promjera duljine 2¢c. Produzimo pravce AB, AC' i BC' te uvedimo sljedece
oznake:

ABNk={FE}
BCNk={D}
ACNk={FG}.
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Slika 22: Kosinusov poucak

Iz Slike 22| vidimo kako smo produzivanjem pravaca AB i BC' dobili ABED koji
je po Talesovom teoremu (obodni kut nad promjerom kruznice je pravi) pravokutan.
Isto tako vidimo da je |CG| = |AG| — |AC| =c—b.

Pogledajmo sada pravokutni trokut BED, iz njega moZemo izracunati |BD| na
sljedeé¢i nacin:

B —_
COSﬂZ::>C055:u:> |BD| = 2ccos 5.
c

Pa je tada |C'D| = |BD| — |BC| = 2ccos f — a.

Ucenici su u prvom razredu ucili $to je to potencija tocke s obzirom na kruznicu
te im u udzbeniku za prvi razred piSe sljedec¢e: Ako unutar kruznice odaberemo neku
tocku P i njome polozimo dvije tetive, AB i CD, tada je |AP|-|PB| = |CP| - |PD|.
Za bilo koji pravac tockom P koji sijee kruznicu u dvjema tockama, A i B, umnozak
|PA| - |PB| je stalan broj i zove se potencija tocke s obzirom na kruznicu.

Primjenimo sada to na na$ problem, te promatramo potenciju tocke C' s obzirom
na kruznicu k(A4, ¢) pa imamo:

|CD|-|BC| = |CF|-|CG)|
(2ccosf—a)-a=(c+b)-(c—b)
2accos B — a® = & — b?

b = + a® — 2accos B.

4.4 4. razred gimnazije

U proucavanim Elementovim udzbenicima [11] i [12] za Cetvrti razred gimnazije ne
postoji niti jedna rubrika "Bez rijeci".
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4.5 Ostali dokazi bez rije¢i u udzbenicima

U ovom potpoglavlju vidjet ¢emo koji se to dokazi bez rije¢i pojavljuju u udzbe-
nicima, a nisu dio rubrike "Bez rije¢i", ve¢ su na neki na¢in skriveni unutar rubrike
"Kutak plus" u kojima ucenici mogu produbiti svoje znanje. Kako kazu autori: "Ku-
tak plus sadrzava dodatne napomene uz tekuce gradivo. Tim malim dodacima mozete
upotpuniti i produbiti svoje znanje. Savjetujemo i vama, koji mozda mislite kako ti
dodatci nisu za vas: ne odustajte olako. Barem pokusSajte razumjeti o ¢emu se radi jer
ovdje nije rije¢ ni o ¢emu nedostupnom."

Prvi takav dokaz nalazi se u Elementovom uzbeniku [5] za prvi razred. Dokaz je
dio odjeljka "Kutak plus" i nalazi se u nastavnoj cjelini "Uredaj na skupu realnih
brojeva" u nastavnoj jedinici "Jednadzbe i nejednadzbe s apsolutnim vrijednostima".
Radi se o aritmeticko - geometrijskoj nejednakosti, a u sklopu tog kutka ponudeno je i
objaSnjenje geometrijskog dokaza pa ga ne¢emo dodatno pojasnjavati. Kako to izgleda
u udzbeniku prikazano je na Slici [23]

"4

< Kutak plus

-

a+b
2
broj Va-b. Zasvaka dva realna broja @ > 0 1 b > 0, vrijedi nejednakost:

G = Va-b.

Aritmeticka sredina dvaju brojeva a i b je broj . Geometrijska sredina brojeva a i b, a 2 0, b > 0, je

2

Rije¢ima: Aritmeticka sredina dvaju nenegativnih realnili brojeva veéa je od njihove geomerrijske sredine. Ako je
a = b, te su dvije sredine jednake.

Nejednakost je jednostavno provjeriti. Iz ocigledno toc¢ne nejednakosti
(Va — \/ZJJ > 0 slijedi @ — 2v/ab + b = 0, odnosno, a + b = 2v/ab .

Zanimljiv je i “geometrijski” dokaz AG nejednakosti. Promotrimo sliku.
Ocigledno je povrsina kvadrata sa stranicom duljine a + b veca (ili jed-

naka) od povrdine éetiriju pravokutnika. Vrijedi (a + b)z = dab . Odatle
izravno slijedi a + b > 2\/ab .

Slika 23: "Kutak plus”: AG nejednakost

Sljedeci takav dokaz nalazi se u Elementovom udzbeniku [8] za drugi razred. Dokaz
se nalazi u odjeljku "Kutak plus", uz veé¢ spomenuti dokaz bez rijeci za kvadrat zbroja
binoma uc¢enicima je prikazan dokaz bez rijeci za kub zbroja binoma. Dokaz je prikazan
na sljedecoj slici.
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/\Q Kutak plus

Za kvadriranje binoma vrijedi identitet:
(a+ b)2 =a’ +2ab + b°.
Tom identitetu moZe se pridruZziti jednostavno geometrijsko tumacenje. Promotrite sliku!

at+bh

b2

Analogno, identitetu
(a+ b)3 =a’ +3a°b + 3ab” + b°

takoder mozemo pridijeliti lijepu geometrijsku predodzbu. Kako ona izgleda, moze se vidjeti na slici.

Slika 24: "Kutak plus”: Kub binoma

Objasnjenje ovog dokaza je vrlo jednostavno. Kocku obujma (a + b)? rastavili smo
na osam geometrijskih tijela: dvije kocke obujma a® i b3, tri jednaka kvadra volumena
a®b te tri jednaka kvadra obujma a?b. Stoga zakljucujemo da je obujam kocke jednak
zbroju svih tih obujama, tj.:

(a+b)* = a® + 3ab® + 3a®b + b°.

Zadnji skriveni dokaz bez rije¢i nalazi se u Elementovom uzbeniku [11] za ¢etvrti
razred. U odjeljku "Kutak plus" ucenicima je dano objasnjenje poligonalnih brojeva u
sklopu nastavne cjeline "Nizovi" u nastavnoj jedinici "Pojam niza. Zadavanje niza."
Sto je prikazano na Slici
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Kutak plus

\
¥

POLIGONALNI BROJEVI

Brojevi 1. 3. 6. 10. 15, 21... nazivaju se trokutasti brojevi. Ako sa Ty ozna¢imo n-ti trokutasti broj, onda vrijedi
rekurzivna relacija Ty = 1 i T, = T,,_; + n. Razlog ovom imenu i konstrukeija prvih nekoliko trokutastih brojeva
vidi se na slici dolje lijevo.

AAA A oIS

A K, K, K,

Brojevi 1. 4, 9, 16, 25, 36. .. nazivaju se kvadratni brojevi. Ako sa K oznac¢imo » -ti kvadratni broj. onda vrijedi
Ki=11iK,=K,_1+ (2n— 1) (slika gore desno). Dakako. moZzemo odmah napisati eksplicitnu formulu za ove

; 5
brojeve: K, =n-.

Postoji veza izmedu trokutastih 1 kvadratnih brojeva: K, = 2T, + n. Kao dokaz, moZe posluziti slika dolje lijevo:

.
L]
o j l K=n+2T ,

Na slic¢an nacin se moZe potvrditi veza izmedu peterokutastih i trokutastih brojeva: P, = 37,1 + n. Ona se lako
razbire na slici broja Ps (gore desno).

Slika 25: "Kutak plus": Poligonalni brojevi

Ucenici ¢e ovdje uociti kako se poligonalni brojevi mogu predstavljati tockicama
tako da tockice ¢ine pravilni geometrijski lik, odnosno poligon. U sklopu kutka uceni-
cima je dana veza izmedu kvadratnih i trokutastih brojeva te izmedu peterokutastih
i trokutastih brojeva.Te veze prikazane su preko dvije slike koje mogu posluziti kao
dokaz. Spajanjem odredenih tockica mozemo vidjeti odakle dobivamo veze medu spo-
menutim poligonalnim brojevima (Slika .

Slika 26: Veza kvadratnih i trokutastih brojeva te peterokutastih i trokutastih brojeva
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Kod dokaza bez rijeci koji predstavlja vezu izmedu kvadratnih i trokutastih brojeva
mozemo iz slike uociti kako n-ti kvadratni broj mozemo prikazati pomoc¢u dva n — 1-va
trokutasta broja i tome dodati jo§ broj tockica na dijagonali prikazanog kvadrata tj.
n. Stoga imamo:

K,=2T,_1+n.

Dok kod drugog dokaza mozemo uociti kako n-ti peterokutasti broj mozemo pri-
kazati pomocu tri n — 1-va trokutasta broja te jos tome moramo dodati broj tockica
jedne stranice peterokuta, odnosno n. Pa imamo:

Pn = STn—l +n.

Na ovaj nacin svaki ucenik na lagan nacin moze shvatiti i upamtiti ove veze, a
motivacija za daljnje istrazivanje poligonalnih brojeva je sigurno zagarantirana.
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5 Drugi dokazi bez rijeci

Medu drugim dokazima bez rije¢i pojavit ¢e se dokazi koji bi se, uz ranije spomenute
dokaze bez rijeci, mogli ukljuciti u nastavu matematike. Neki od tih dokaza bit ¢e
primjereniji za dodatnu nastavu matematike zbog svoje slozenosti, no niti jedan dokaz
nije toliko slozen da ga ne bismo mogli pokazati svim ucenicima kako bismo probudili
njihovu zainteresiranost.

Takoder, i u ovom poglavlju proé¢i ¢emo kroz dokaze redom, od prvog do cetvr-
tog razreda srednje Skole, te ¢emo spomenuti u kojem razredu bi odredeni dokaz bio
primjeren za ucenike. Naravno, i ucenicima mozemo dati ovakve dokaze da ih sami
proanaliziraju i ponude nam svoje objasnjenje dokaza bez rijeci.

Zbroj prvih n neparnih prirodnih brojeva

14+3+45+7+ -+ (2n—1)=n

U sklopu "Kutak plus" u prvom razredu ucenicima je dano objasnjenje za zbroj
prvih n uzastopnih prirodnih brojeva te im je za to dan i dokaz bez rijec¢i koji smo
analizirali. U sklopu tog kutka uc¢enicima se objasnjava zbroj prvih n parnih prirodnih
brojeva, no ne i zbroj prvih n neparnih prirodnih brojeva. Stoga, za njih ucenicima
mozemo ponuditi sljedeé¢i dokaz bez rijeci, a objasnjenje tog dokaza mozemo prepustiti
i njima.

N

2n

14+3+54+7+-+(2n—1)=n?

Slika 27: Zbroj prvih n neparnih prirodnih brojeva

Na slici su prikazana dva razli¢ita dokaza bez rije¢i za sumu prvih n neparnih
prirodnih brojeva. Brojevi su na slici prikazani pomocu jedini¢nih kvadrata pa tako
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npr. za broj tri imamo tri jedini¢na kvadrata. Veé prvi pogled na sliku upucéuje na to
da ¢e dokaz biti dan preko povrSine kvadrata.

Na lijevoj slici mozemo vidjeti kako slaganjem kvadrati¢a na ovakav na¢in dobivamo
kvadrat sa stranicom duljine n. Odnosno mozemo pisati da je:

14+3+5+7++2n—1)=n-n=n

Na desnoj slici imamo sli¢nu situaciju, samo §to je suma prvih n neparnih prirodnih
brojeva sada prikazana pomoc¢u "trokuta" kojeg ¢ine jedini¢ni kvadrati¢i. Nadopunja-
vanjem tog "tokuta" sa tri takva ista "trokuta", na nacin prikazan na slici, dobivamo
kvadrat ¢ija je duljina stranice 2n. Stoga iz slike mozemo uociti da je:

1 1
1+3—l—5+7~|—---—|—(2n—1):Z(Qn)2:Z4n2:n2.

Zbroj i razlika kubova

a®*+b* = (a+0b)(a* Fab+b*),a,b€R

Kao sto smo veé i rekli, ucenici se u prvom razredu susrecu sa cjelinom "Potencije
i algebarski izrazi" te u sklopu cjeline uce sto je to razlika i zbroj potencija. Uz veé
spomenute dokaze bez rijec¢i ovdje u¢enicima mozemo ponuditi i dokaz bez rijeci za zbroj
i razliku kubova jer se ucenici u osnovnoj skoli susreé¢u sa volumenima geometrijskih
tijela. Jednostavnom geometrijskom predodzbom ucenicima mozemo vizualno pojasniti
ove izraze koje ucenici obi¢no uce napamet.

Slika 28: Razlika kubova
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U kocku volumena @ upisali smo kocku volumena b3. Ukoliko od volumena a®
oduzmemo volumen b ostat ée nam tri kvadra odredenih volumena. Crveni kvadar
je volumena a*(a — b), zuti kvadar je volumena b*(a — b) i zeleni kvadar je volumena
ab(a — b) pa imamo:

a’ — b =a*(a—"b)+b*(a—b)+abla—b)
= (a —b)(a® + ab+ b?).

Slika 29: Zbroj kubova

Kod dokaza bez rije¢i za zbroj kubova na kocku volumena a® dodali smo kocku
volumena 3. To geometrijsko tijelo nadopunili smo do kvadra volumena a*(a + b).
Gledajué¢i ovu sliku mozemo zakljuciti kako od velikog kvadra moramo oduzeti dva
manja kvadra, koja smo dobili nadopunjavanjem, kako bi dosli do zbroja kubova. Zuti
kvadar je volumena b?(a — b), a zeleni kvadar je volumena ab(a — b) stoga imamo:

a® +b* = a*(a+b) — (b*(a — b) + abla — b))
=a*(a+b) — b(a —b)(a+b)
= (a+b)(a* — b(a — b))
= (a+b)(a® — ab+ b?).

Odnosi medu sredinama

HS<GS<AS<KS
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2 b 24+ b2
T 1§\/al)§6hL §\/a+ ,a,b>0
ath 2 2

Ve¢ u prvom razredu ucenici spominju aritmeticku, geometrijsku i harmonijsku
sredinu. No, naravno za neke sredine su ¢uli i prije, jer si npr. svatko od ucenika
racuna prosjek ocjena. Vidjeli smo da im je u udzbeniku dan dokaz bez rije¢ za odnos
aritmeticke i geometrijske sredine u sklopu "Kutak plus" koji je popracen objasnjenjem.
Napomenimo da se nigdje u udzbeniku za prvi razred ne spominje kvadratna sredina,
no nju mozemo takoder definirati ucenicima uz ove tri sredine kako bi zaokruzili pricu
o poznatim matematickim sredinama.

Ako bismo ucenicima postavili pitanje u kojem su odnosu ove sredine, do odgovora
bi naravno mogli doé¢i uvrstavanjem brojeva, $to bi se ucenici vjerojatno odmah sjetili
napraviti. No, sljede¢i geometrijski dokaz bez rije¢i za odnos medu sredinama ucenike
bi vise potaknuo na razmisljanje i postavilo bi se pitanje kako smo dosli do tog dokaza.

Slika 30: Odnosi medu sredinama

Promatrajuci ovu sliku dano nam je do znanja da krenemo od konstrukcije duzina
PS i QS. Konstruiramo duzinu |PS| = a i na njoj odaberemo tocku @ tako da je
|QS| = b. Zatim konstruiramo poloviste duzine PQ i oznacimo ga tockom A. Vidimo
da je |PQ| = a — b stoga je:

a—>

4P| = [4Q| = *

pa je

a—>b a—b+2b a-+b
+b= = )
2 2 2

Time smo dobili aritmeticku sredinu brojeva a i b.

[AS] = [AQ| + QS| =
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Konstruiramo li kruznicu k sa sredistem u A radijusa |AQ)| te iz tocke S povucemo
tangentu na kruznicu k pri ¢emu presjek kruznice i tangente oznacimo tockom G,
mozemo zakljuciti sljedece.

Kako je ZAGS = 90° slijedi da je AAGS pravokutan i vidimo da je |AG| = “T_b pa
prema Pitagorinom teoremu vrijedi da je

63| - /ISP — [agP - L b

:\/a2+2ab+62;a2+2ab—b2 _ Vab

Sada mozemo zakljuciti da je [GS| < [AS| sto znaci da je vVab < % pri emu
jednakost vrijedi ako i samo ako je A = G t;j. “T_b = (0 odnosno ako i samo ako je a=b.

Iz totke G sada spustimo okomicu na PS. Presjek okomice i duZine oznadimo
tockom H. AGHS koji smo dobili spustanjem okomice je pravokutan trokut. Kako su
trokuti AAGS i AGHS sli¢ni prema K-K-K poucku o sli¢nosti (ZASG je zajednicki
i oba trokuta su pravokutna) mozemo postaviti sljedeé¢i omjer:

|HS| |GS]
- =

_|GS* ab 2ab 2
IGS|  [AS| B

HS|="X2- = — = — ,
|55 [AS| 2 a+b 14l
U pravokutnom trokutu GHS vrijedi da je |[HS| < |GS| pa imamo da je

2
1 < Vab,
_+_

a b

pri ¢emu jednakost vrijedi ako i samo ako je G = H tj. ako i samo ako je a = b.

Sada u tocki A povucimo okomicu na PS, presjek kruznice i okomice ozna¢imo
tockom K. AAKS je pravokutan i |AK| = “T’b Pa prema Pitagorinom teoremu
imamo

a+b
2

(a+b)*  (a—0b)?
4 + 4
\/a2—|—2ab+b2+a2—2ab+b2
4

45| < [R5 - /[A5P + [AKP - |/

NG
=4/ >

pri ¢emu jednakost vrijedi ako i samo ako je A = K, odnosno ako i samo ako je a = b.
Time smo objasnili odnos medu matematickim sredinama.
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Pitagorin poucak

Ako su a i b duljine kateta, a ¢ duljina hipotenuze pravokutnog trokuta tada vrijedi
jednakost a? 4 b? = 2.

Sa Pitagorinim pouckom ucenici se susreéu gotovo tijekom cijelog svojeg skolovanja
i neprestano ga koriste, a dokazi bez rijeci za njega su brojni. U prvom razredu Pita-
gorinom poucku je posveéen jedan "Povijesni kutak" te dva odjeljka "Kutak plus" u
nastavnoj cjelini "Sukladnost i sli¢nost" stoga nije na odmet dati uc¢enicima dokaz bez
rijeci u kojem ¢e steceno znanje iz navedene cjeline upotrijebiti na objasnjenje sljedeceg
dokaza bez rijeci.

(c+a):b=b:(c—a)

2 2 2
a”+b"=c

Slika 31: Pitagorin poucak

Konstruiramo kruznicu k(S, |AB|), gdje je |AB| = 2c. Na AB odaberimo to¢ku D
tako da je |[SD| = a. Tada je |DB| = ¢ —a. U to¢ki D podignimo okomicu. Sjeciste
okomice i kruznice ozna¢imo tockom C'.

Prema Talesovom teoremu (obodni kut nad promjerom kruZnice je pravi) slijedi da
je ZACB = 90° pa je AABC pravokutan trokut. Vidimo da su ABDC i ADCA
sli¢ni i pokazimo to.

Iz D smo povukli okomicu na AB pa je ZADC = Z/BDC = 90°. Iz AADC vidimo
kako je ZCAD = 90° — ZDCA, dok iz AABC mozemo vidjeti kako je ZACD +
/ZBCD =90° pa je ZBCD = 90° — ZDCA.

Stoga zaklju¢ujemo da je ZCAD = ZBCD. Kako je ZADC = ZBDC = 90° i
/CAD = /Z/BCD slijedi da je i ZDCA = ZDBC pa prema K-K-K poucku o sli¢nosti
imamo da je AADC ~ ACDB. Prema tome vrijedi sljede¢i omjer:
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cta b
b c—a
b’ = (c—a)(c+a)
b2 — 2 _ g2

¢ =a® + b

Heronova formula za povrsinu trokuta
Povrsina trokuta ABC jednaka je

P =+/s(s —a)(s = b)(s — o),

a+b+c
-

gdje smo sa s oznacili poluopseg trokuta, s =

Ovim dokazom dat ¢emo primjer kako se dokazi bez rije¢i mogu kombinirati sa
standardnim dokazima. U svrhu dokaza Heronove formule za povrsinu trokuta dokazat
¢emo dvije pomoéne tvrdnje koriste¢i dokaz bez rije¢i: dokaz bez rijec¢i za povrsinu
trokuta i dokaz bez rijeci jednog trigonometrijskog identiteta. Nakon toga iz te dvije
tvrdnje sljedit ¢e nam dokaz Heronove formule. Heronovu formulu ucenici rade u pr-
vom razredu srednje Skole, no kako ¢e se ovdje pojavljivati i dokaz trigonometrijskog
identiteta ovaj dokaz je primjereniji za tre¢i razred srednje sSkole kada se ucenici u pot-
punosti upoznaju sa trigonometrijom.

Lema 1
Povrsina trokuta jednaka je umnosku radijusa upisane kruznice i poluopsega.

Primjetimo da je dokaz bez rijeci ove tvrdnje ucenicima dan u prvom razredu sred-
nje Skole, dokaz je prikazan Slikom [I3] Prema tome, povrSina trokuta je jednaka:
P = atbte . — 5. ¢ U svrhu naseg dokaza samo ¢emo navedenu jednakost kvadrirati

2
pa imamo: P? =r? . 52,

Lema 2
Ako su a, 8,7 > 0 takvi da je a4 § + v = 7 tada je

tgatg S +tgftgy +tgatgy = 1.

Dokaz bez rijeci dan je Slikom [32]
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tgy(tga+tgp)

Slika 32: Dokaz bez rijeci Leme 2

Objasnimo ovaj dokaz bez rijeci i kako smo dosli do njega. Najprije konstruiramo
pravokutan trokut sa Siljastim kutom a kome je jedna kateta duljine 1.

Slika 33: Dokaz bez rijeci Leme 2
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Sada iz slike vidimo kako je tg o = § odnosno

a =tga.
Isto tako i cosa = % pa je
1
b= :
cos «

Nakon toga konstruiramo pravokutni trokut sa Siljastim kutom f i jednom katetom
duljine ﬁ Iz AADC imamo da je tg f = % =4 —dcosa paje

cos

tg 0

cosa

d:

Nadalje, konstruiramo pravokutan trokut sa Siljastim kutom « i jednom katetom
duljine %. Promatraju¢i ACDE vidimo da je cosa = & = 75 = e;;’—sﬁa. Stoga je

t
e= cosag—ﬁ =tg
cos &

itga:izﬁpaje

e

f=tgatgp.

I na kraju konstruiramo pravokutan trokut sa siljastim kutom ~ kao sto je prikazano
na slici.

Kako je a+ 4+~ = 7§ dobiveni geometrijski lik je cetverokut kojemu su nasuprotne
strane jednake duljine, odnosno pravokutnik, pa je

a+e=h=tga+tgf=nh
g

tga+tg g
tgy (tg a +tg 3)

9

g
te vrijedi da je
f+g=1
tgatg B+tgy(tga+tgB) =1
tgatg f+tgatgy +tgBtgy =1.

Sada prema prethodnom i iz sljedece slike vidimo da je:
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l=tgatgf+tgatgy+tgLBtgy
r r r r 17
1= —. 4. 2422
m n m p np
_r*(p+n+m)
N mnp
s
 mnp
P2
:smnp'

Kakojes=m+n+p=m+a=n+b=p+ cvrijedi da je
P? = smnp = s(s —a)(s — b)(s — ¢
te smo time dokazali Heronovu formulu.

Kosinusov poucak
Kvadrat stranice u trokutu jednak je zbroju kvadrata drugih dviju stranica, uma-
njenom za dvostruki umnozak tih stranica i kosinusa kuta izmedu njih.

Prvi dokaz bez rijeci koji se pojavljuje u udzbeniku treceg razreda je dokaz kosinu-
sovog poucka, koji je dan na Slici Promatrajuéi taj dokaz za vidimo da je kut 6
siljasti kut. Nakon tog dokaza uc¢enicima mozemo pokazati dokaz bez rijeci kosinusovog
poucka gdje je kut 6 tupi kut. Zanimljivost ovog dokaza je u tome $to ucenici moraju
primijeniti teorem koji su ucili ranije.
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a+2b cos(1-8)

c-c=b-b+a-(a+2bcos(m—0))

& =a®+b> - 2abcosl

Slika 34: Kosinusov poucak

Uvedimo sada na Slici B4 neke oznake.

Slika 35: Kosinusov poucak

Jednakokra¢nom trapezu sa osnovicama duljine a i d te krakovima duljine b opisali
smo kruznicu. Promatrajuéi ovaj dokaz bez rije¢i uo¢imo jednakosti koje su zapisane
sa strane. Iz njih mozemo is¢itati kako je umnozak duljina dijagonala jednak zbroju
umnozaka duljina nasuprotnih stranica, a iz slike vidimo kako imamo tetivni ¢etverokut
Sto upucuje na to da ¢e nam kljucéni odgovor u ovom dokazu bez rijeci dati Ptolomejev
teorem. Ptolomejev teorem ucenici rade u prvom razredu , a u njihovom udzbeniku
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pise:

"Ako je ABCD tetivni ¢etverokut onda vrijedi

|AC| - |BD| = |AB| - |CD|+ |AD| - |BC|

tj. umnozak duljina dijagonala tetivnog cetverokuta jednak je zbroju umnozaka duljina
nasuprotnih stranica." 6]

Slika 36: Ptolomejev teorem

Pogledajmo sada nas dokaz bez rije¢i. ZDAB = ZKDC jer su to kutovi uz pre-
sjec¢nicu [ paralelnih pravaca e i n pa je ZADC = 180° — ZDAB tj.

LADC = 180° — 0.

Takoder, ZABC = 0 = ZDCL (kutovi uz presje¢nicu m paralelnih pravaca e i n)
pa je
/ZBDC =180° — LABC = 180° — 4.

Presjek ortogonalne projekcije iz tocke A i tocke B na pravac e oznac¢imo tockama
FiG. ANADF i ABGC su sukladni ( /ZDFA = Z/CGB =90°,b=bi |AF| = |BG)|
visine trapeza ) pa je

DF| = [GC| = .

Stoga nam je x = bcos(m — ) pa je stranica d duljine

d=2r+a=2bcos(m — 0) + a.
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A kako vrijedi da je cos(m—60) = — cos 0 slijedi d = a—2bcos . Prema Ptolomejevom
teoremu imamo

c-c=b-b+a-(a—2bcosb)
¢ = b+ a® + 2abcos .

Poligonalni brojevi

U cetvrtom razredu srednje Skole pojavljuje se dokaz bez rijeci za vezu izmedu kva-
dratnih i trokutastih brojeva te izmedu peterokutastih i trokutastih brojeva unutar
kutka plus. Sljedeé¢i dokaz bez rijec¢i govori o tim vezama samo na malo drugaciji na-
¢in. Ve¢ smo spominjali da poligonalne brojeve vizualno mozemo predocavati pomoéu
pravilnih monogokuta pa ¢e i ovaj dokaz bit ucenicima prikazan na taj nacin.

Slika 37: Veza izmedu kvadratnih i trokutastih te peterokutastih i trokutastih brojeva

Na lijevoj slici nam je dana veza kvadratnih i trokutastih brojeva. Iz slike mozemo
vidjeti kako nam je n-ti kvadratni broj prikazan kao suma jednog n-tog trokutastog i
n — 1-vog trokutastog broja tj.

Kn - Tn + Tnfl.

Na desnoj slici dana nam je veza izmedu peterokutnih i trokutastih brojeva. Vi-
dimo iz slike kako ¢e nam n-ti peterokutni broj biti prikazan kao suma jednog n-tog
trokutastog broja i dva n — 1-va trokutasta broja t;j.

P, =T,+2T,_;.
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Suma prvih n kvadratnih brojeva

)(n+2
44194164 - 4n2 =" é(’” ) neN

U ¢etvrtom razredu srednje skole ucenici uce pojam niza u sklopu nastavne cjeline
"Nizovi", a tu im se Cesto za primjer niza daje niz kvadrata prirodnih brojeva. U
prvom razredu ucenicima je ve¢ pokazan dokaz bez rije¢i za sumu prvih n prirodnih
brojeva, a kao nastavak na to nakon usvojenog pojma niza i sume mozemo im dati i
dokaz bez rijeci za sumu prvih n kvadratnih brojeva.

[ [ [

- n(n+1)/2

2n+1

Slika 38: Suma prvih n kvadratnih brojeva

Za dokaz bez rijeci koristeni su jedini¢ni kvadratic¢i preko kojih je jednostavno objas-
njena suma prvih n kvadratnih brojeva. Sa slike mozemo vidjeti kako smo svaki broj
niza predstavili odredenim brojem jedini¢nih kvadrata. Sa lijeve strane jednakosti
uo¢imo kako smo tri puta vizualno predocili sumu prvih n kvadratnih brojeva. Pres-
lagivanjem jedini¢nih kvadrata dobivamo pravokutnik kome su duljine stranica @

i 2n 4+ 1. Odatle je

2y _ n(n2—|— 1)

44494164 4n2o MntDE+1)
5 .

3-(14+4+94+16+---+n -(2n+1)/:6
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Suma geometrijskog reda

SR
24 8 16

Takoder, ucenici u ¢etvrtom razredu pod istom nastavnom cjelinom "Nizovi" uce sto
je geometrijski red te sumu geometrijskog reda. Dokaz bez rijeci za sumu geometrijskog
reda % + }l + % + % + --- dan je sljede¢om slikom.

32| L
1 64
8
1
16
1 : ) LOME S S 1
2 248 1€ -

]

Slika 39: Suma geometrijskog reda

Ako je stranica kvadrata duljine 1 i taj kvadrat po¢nemo dijeliti na pola pa opet
polovinu na pola itd. dobit ¢emo upravo ovaj zbroj stoga mozemo zakljuciti kako ¢e
suma ovog geometrijskog reda biti jednaka 1 tj.:

1+1+1+1-+ =1
2 4 8 16 o
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6 Poteskoce pri vizualizaciji

Postoje prepreke i poteskoce koje sprjecavaju da vizualizacija bude vise zastup-
ljena u obrazovnom procesu. Jedan od njih je i misljenje kako vizualizacija dovodi
do pogresaka. Sasvim je istina kako nas loSe napravljena slika ili skica moze dovesti
do pogresnog zakljucka i navesti na krivi put rjeSsavanja problema. Ponekad se loSom
slikom moze prikazati situacija koja se ne odvija ili se ne moze desiti u promatranom
problemu. Tada se dogada da nas nasSa intuicija odvede u sasvim suprotnom smjeru.

Koristeéi samo vizualizaciju moze se dogoditi da prihvatimo odredene veze koje su
iz slike ocite, a ustvari se ne pojavljuju. Zato u tim situacijama moramo dati oprav-
dano objasnjenje onoga sto tvrdimo kako bismo zakljuéili sto je istinito.

Klasi¢an primjer kod kojeg nas vizualizacija moze dovesti do pogreske je "dokaz"
bez rijeci tvrdnje 64=65.

64 = 65

Slika 40: 64=65

Na Slici 40| vidimo kvadrat duljine stranice 8. Taj kvadrat podijeljen je na Cetiri
dijela: dva sukladna trapeza T; i T, s osnovicama 5 i 3 i visinom duljine 5 te dva
sukladna pravokutna trokuta P, i P kojima su duljine kateta 5 i 3. Pomocu tih
dijelova preslagivanjem je dobiven pravokutnik sa stranicama duljina 5 i 13. PovrSina
kvadrata je 8% = 64, dok je povrsina pravokutnika 13 -5 = 64 pa se na prvi pogled ¢ini
kako je 64=65.

Sto ne valja? Gdje je greska?

Sa e smo oznacili duljinu hipotenuze pravokutnog trokuta, sa f smo oznacili duljinu
kraka trapeza, a sa g duljinu dijagonale pravokutnika. Prema Pitagorinom poucku

vrijedi da je e = V82 +32 = /73 ~ 5544, f = 22+ 52 = /20 ~ 5.3852 i g =
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V132 + 52 = /194 ~ 13.9284. Ocito je
e+ f<g
V29 + V73 < V194,

odnosno ove duljine ¢ine trokut pa se na slici krije paralelogram sa stranicama duljina

V29 1 /73 ¢ja je povrdina 65 — 64 = 1.

Slika 41: 64=65

Matematicko razmisljanje nije potpuno ostvareno samo kroz formalno izlaganje koje
je kontrolirano u svakom koraku, veé¢ se moze uspjesno nadopuniti vizualizacijskim teh-
nikama poput dokaza bez rijeci koje nam stvaraju novu dimenziju u matematici. Istina
je da svaku sliku moramo potkrijepiti tvrdnjom i dokazati njenu istinitost, ali takva
slika onda nam daje pravi matematicki dokaz jer time znamo $to se krije iza te slike.
Ljepotu toga da samo pogleda$ u sliku i moze§ shvatiti Sto ti ona govori ne moze za-
mijeniti niti jedan formalni dokaz.

Ogranic¢avajuca okolnost i nedostatak za ovakav nac¢in vizualnog dokazivanja je i
manjak vremena. Ucenicima se pokuSava Sto viSe objasniti i pokazati u raspolozivom
intervalu vremena. Stoga jedino upornost i samostalan rad ucenika moze rezultirati
dobrim ishodom, ali na nama je da ucenike zainteresiramo za primjenu vizualizacije u
matematici i time nekim ucenicima olakSamo ucenje i shvac¢anje matematike.
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7 Racunalo kao pomoé

Naravno da upotreba vizualizacije moze biti teska. Vizualizacija opcenito kao in-
telektualni proces koji je direktan ne zahtjeva mnogo napora, no u matematici zna
predstavljati problem. Postoje ucenici koji ¢e lakSe razmisljati vizualno, a naravno i
oni drugi. Ucenici koji su vizualni tipovi i koji su dovoljno pripremljeni i potkovani
znanjem znat ¢e vizualizaciju koristiti na efikasan nacin.

Dokaze bez rijeci koje smo naveli i naravno sve ostale dokaze mozemo vizualizirati
uz pomo¢ nase maste i pomoc¢nih alata kao sto su kreda, plo¢a, olovka, papir. .. No, veé
smo napomenuli kako nam slika moze prikazati samo jedan sluc¢aj problema sto nekada
zna biti zbunjujucée jer dokazujemo opcenite tvrdnje.

U danasnje doba tehnologija nam pruza mnogo moguénosti koje mogu poboljsati i
unaprijediti nastavu matematike. Koristeéi interaktivne materijale, dinamicne slike i
racunalne programe pomocu kojih ¢e ucenici bolje shvatiti i razumjeti gradivo mozemo
obogatiti nastavu matematike.

Racunalni programi koje mozemo koristiti u nastavi su npr. Matlab, Sketchpad, Ge-
oGebra. .. Svi ti programi daju nasim dokazima bez rije¢i novu dimenziju. U nastavku
¢emo prezentirati nekoliko primjera dokaza bez rijeéi iz rada napravljenih u ra¢unalnom
programu GeoGebra. GeoGebra je besplatni rac¢unalni matematicki program lagan za
koristenje i interaktivno poducavanje.Na sljedeé¢im slikama mozemo vidjeti kako dokazi
bez rijeci izgledaju kao animacije u GeoGebri.

Suma prvih n prirodnih brojeva
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Suma prvih n neparnih prirodnih brojeva
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Veza kvadratnih i trokutastih brojeva - prvi nacin
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Veza kvadratnih i trokutastih brojeva - drugi nacin
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Svaki primjer je napravljen kao animacija kako bi bilo $to zanimljivije u¢enicima.
Time oni mogu vidjeti Sto se dogada za viSe slu¢ajeva. Naravno, opet ne mozemo
to prikazati na opéenitoj razini, ali ovakve animacije su svakako uvjerljivije od samih
crteza. Interaktivni materijali uklju¢uju ucenike u nastavni proces i omogucéuju ucenje
matematike na zabavni nacin.
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8 Zakljucak

Nakon svega mozemo zakljuciti kako vizualizacija ima vazno mjesto u poducavanju
i uenju matematike. Kao sto kaze i izreka "éujem i zaboravim. Vidim i zapamtim.
Uradim i shvatim." vizualizacija moze samo pomod¢i pri procesu ucenja, kao kod vizu-
alnog primjera za nadopunu do potpunog kvadrata s ¢ime se ucenici ¢esto muce, na
sljedecoj slici.

N R

N R

——————————— a

2 . TTLAY: —)?
x° + aa — (z+ ()) — (,))

Slika 42: Nadopunjavanje do potpunog kvadrata

Ovakva vizualna pojasnjenja, kao i dokazi bez rije¢i sigurno ée potaknuti ucenike i
uciniti im matematiku zanimljivijom. Kao $to smo vidjeli, mozemo kombinirati razlicite
tehnike, formalne i vizualne, kako bi dogli do Zeljenih rezultata, a ponekad ¢e nam jedna
slika dati i viSe razlic¢itih zakljucaka.

Sto se tice zastupljenosti dokaza bez rije¢i u promatranim udzbenicima, u prvom
razredu pojavljuje se ¢ak dvanaest dokaza bez rije¢i. U viSim razredima je to znatno
manje: u drugom razredu dva, u treéem razredu jedan i u cetvrtom razredu jedan
dokaz bez rijeci. Mozda je razlog tome slozenije gradivo u viSim razredima srednjih
skola.

U svakom slucaju, upotreba vizualizacije u ucenju, istrazivanju i ostalim mate-
matickim aktivnostima je u porastu. Cinjenica da nas vizualizacija moze dovesti do
pogreSaka ne bi trebala biti dobar argument za protiv korisStenja vizualizacije u mate-
matici jer vizualizacija u matematici moze biti jako efikasna i uc¢inkovita u razli¢itim
procesima matematicke aktivnosti. Nekada nas i formalne tehnike mogu dovesti do
pogreske sto nije razlog da prestanemo s takvim nacinom rjesavanja. Pogreske bismo
trebali shvatiti kao nesto prirodno Sto nas tjera na rad, a u matematici nas nekad mogu
dovesti i do novih otkri¢a.
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Sazetak

Tema ovog diplomskog rada su dokazi bez rijeci te $to je novo u nastavi matematike
vezano za dokaz bez rijec¢i. U radu je na samom pocetku navedeno Sto je vizualizacija
i kako nam ona pomaze u nastavi matematike. Zatim je kratko opisano sto je to dokaz
bez rijeci te kako se upotreba i prihvacanje ovakve vrste dokazivanja razvijala kroz
povijest. Nakon toga razmatra se koji se dokazi bez rijec¢i pojavljuju u udzbenicima te
su navedeni jo$ neki dokazi koji bi se takoder mogli uvesti u nastavu matematike. Za-
tim je primjerom dano koje su poteskoée kod ovakve vrste dokazivanja u matematici.
Na samom kraju diplomskog rada spomenuto je kako nam racunalo pomaze u nas-
tavi matematike te su prezentirani neki primjeri animacija dokaza bez rijeci radenih u
programskom paketu GeoGebra.
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Summary

The theme of this thesis is proofs without words, and what is new in the teaching of
mathematics in relation to proofs without words. In this paper it is noted at the very
beginning what is visualization and how it helps us in teaching mathematics. Then it
is briefly described what is proofs without words and how the use and acceptance of
this kind of evidence developed through history. After that it is considered what proofs
without words appear in textbooks and some other evidences are listed that could be
introduced into the teaching of mathematics. Then some difficulties that are met with
this kind of proofing in mathematics are given by example. At the very end of this
thesis it is mentioned how a computer can help us in mathematics teaching and some
proofs without words animation examples are presented in a software called GeoGebra.
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