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Sazetak

U ovom radu ¢emo se ukratko upoznati s problemom rjesavanja sustava linearnih jednadzbi
i QR dekompozicijom kao metodom rjesavanja istog. Takoder ¢emo se upoznati s matricama
rotacije i njihovim svojstvima. Posebnu pozornost ¢emo skrenuti na Givensove matrice ro-
tacije jer njih mozemo koristiti za dobivanje QR dekompozicije. Definirat ¢emo i linearni
problem najmanjih kvadrata (LPNK), te iskoristiti QR dekompoziciju za njegovo rjesavanje.
Na kraju rada navest ¢emo neke primjere strukturiranih matrica, kao sto su Hessenbergova i
tridijagonalna forma. Uz to ¢emo pokazati kako se upravo za takve matrice lako dobiva QR
dekompozicija pomoc¢u Givensovih rotacija. Uz rad su prilozeni i Matlab kodovi za rjesavanje

sustava linearnih jednadzbi, pomoc¢u QR dekompozicije dobivene Givensovim rotacijama.

Kljuéne rijeci

sustav linearnih jednadzbi, QR dekompozicija, Givensove rotacije, linearni problem najma-
njih kvadrata

Abstract

In this paper we will be introduced to the problem of solving system of linear equations
and QR decomposition as one of the methods for solving it. Also we will be introduced to
the rotation matrices and their properties. Particular attention will be given to the Givens
matrices because they can be used for obtaining the QR decomposition. We will define linear
least squares problem and use the QR decomposition for solving it. In the final chapter of
the paper we will name few structured matrices, like Hessenberg and tridiagonal matrix,
and demonstrate how to get QR decomposition using Givens matrices for those matrices.
This paper also includes Matlab codes for solving the system of linear equations with QR

decomposition obtained by Givens matrices.
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1 Uvod

Rjesavanje sustava linearnih jednadzbi jedan je od najstarijih matematickih problema.
Sustav n linearnih jednadzbi s n nepoznanica oblika

1121 + Q12X + - + A1pTy, = b1
a21T1 + A22Xo + *++ + AopTy, = b2
Ap1T1 + GpaX2 + -+ - + AppTy = bn

jednostavnije zapisujemo Ax = b, gdje je A € R™"*", kvadratna matrica reda n, x,b € R",

n — dimenzionalni vektori. Dakle, sustav linearnih jednadzbi mozemo zapisati kao produkt

matrica
aix Qi -+ Qip T by
Q21 Qg2 -+  QAgp T2 by
Ap1 Ap2 - Ann Ty bn

Sustavi linearnih jednadzbi imaju Siroku primjenu, neke od tih primjena su: obrada
digitanog signala, aproksimacija nelinearnih problema u numerickoj matematici, linearno
programiranje i razli¢ite procjene i predvidanja. Algoritmi za rjeSavanje sustava linearnih
jednadzbi su vrlo vazan dio numericke linearne algebre i imaju istaknutu ulogu u fizici, ke-
miji, inzinjerstvu, racunarstvu i ekonomiji.

Postoje razlicite metode koje se koriste pri rjeSavanju sustava linearnih jednadzbi, kao
Sto su Gaussove eliminacije, LU dekompozicija, QR dekompozicija, Cholesky dekompozicija,
dekompozicija na singularne vrijednosti (SVD), iterativne metode (Gauss-Seidelova, Jacobi-
jeva), o njima vise u [3] 1 [4].

U ovom radu, koncentracija je na posebnom obliku QR dekompozicije, koja matricu
A € R™" rastavlja na produkt QR, gdje je Q € R™*" ortogonalna (stoga vrijedi Q! = Q7),
a R € R™" regularna, gornje trokutasta matrica. Tada se rjeSavanje sustava Ax = b svodi
na racunanje QR faktorizacije A = QR te rjesavanje gornje trokutastog sustava

Rx = Qb

koji se lako rjesava metodom povratnih supstitucija (kod dodatno pogledati pod naslovom
Prilog - kodovi).



QR dekomporzicija moze se izracunati na vise razli¢itih nacina. Gram-Schmidtov pos-
tupak ortogonalizacije jedan je od tih nacina, ali je numericki nestabilan, zato se za QR
dekompoziciju najéesée koriste Householderove transformacije (za oba nacina vidi [4]). Gi-
vensove rotacije su jos$ jedna metoda dobivanja QR dekompozicije i upravo ta metoda biti

¢e obradena u ovom radu, zajedno sa njenom primjenom.

2 Givensove rotacije

2.1 Matrice rotacije

Matrica A € R?*2 je matrica rotacije u ravnini za koju vrijedi
A [ Cf)SgZS —sin ¢ } ’
sing  cos ¢
gdje je ¢ kut rotacije suprotan smjeru rotacije kazaljke na satu.
Pokazimo da je ovako zadana matrica A stvarno matrica rotacije. Neka je s
A — aip Q12
Q21 Qa22
zadana matrica rotacije. Promotrimo sto dobijemo rotiranjem vektora kanonske baze za kut

¢ u pravokutnom koordinatnom sustavu (Slika 1.).

Slika 1. Rotacija u koordinatnom sustavu

Primjetimo da ¢e vektor e, nakon rotacije biti e}, = [ cosa sina ]T, a da bi ga zapisali

pomocu kuta ¢ koristimo adicijske formule i vrijedi sljedece:

cosa = cos (g - gb) = cos g cos(—¢) + sin g sin(—¢) = —sin¢
sina = sin (g — gzﬁ) = cos g sin(—¢) + sin g cos(—¢) = cos ¢.
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Iz Slike 1. vidimo da rotacijom vektora e; = [ 10 }T, dobivamo vektor €] = [ cos ¢ sin ¢ ]T,
a rotacijom vektora ey = [ 0 1 }T, dobivamo vektor e}, = [ —sing cos ¢ }T iz ¢ega slijedi

da matrica A mora zadovoljavati sljedece:
ail Q12 1 _ cos ¢
ag1 Q922 0 N sin ¢
aip a2 0 o —sin ¢
(91 G99 1 N cosgp |’

Pa lako vidimo da je ay; = cos ¢, ag; = sin ¢, a1 = — sin @, ase = cos ¢, tj.
A [ cos¢ —sing } .

sing cos¢

Provjerimo jos je li operator koji odreduje matricu A linearan. To je operator
A(x) = A(z1e1 + x2e2) = (21 €08 ¢ — xosin @)ey + (1 sin ¢ + 5 cos ¢d)es.

Neka su & = x1e; + Taea,y = y1€1 + Yoo € R? proizvoljni vektori i neka su A\, u € R

proizvoljni skalari. Tada djelovanjem operatora A na linearnu kombinaciju Az + uy dobivamo

Az +py) = A(N(w1e1 + zae) + p(yrer + yaea)) = A((Azy 4 pyr)er + (Axa + pya)es) =
= ((A1 + py1) cos ¢ — (Azz + pye) sin g)eq +
+((Az1 + pyr) sin @ + (Azz + py) cos P)ez =
= A((z1cos¢p — zasing)e; + (1 sin ¢ + x5 cos ¢)es) +
+11((y1 cos @ — yasin d)er + (y1 sin @ + y cos P)eg) =
= M(z) + pA(y),

Sto znaci da je operator linearan, pa je djelovanje matrice na proizvoljne vektore jedinstveno
odredeno djelovanjem na vektore baze, stoga ¢e matrica A sve vektore rotirati za kut ¢

suprotno od smjera kazaljke na satu. Vise o linearnim operatorima u [5].

Za matricu rotacije A € R?*2 vrijedi:

1. Matrica A je regularna.

cos¢p —sing

det A = sing coso

= cos ¢ cosp — (—sin @) sin ¢ = cos® ¢ +sin* ¢ = 1 # 0.

2. Matrica A je ortogonalna, tj. vrijedi A=! = AT,

| cosp —sing cos¢ sing | |1 0]
AAT_[singb cos ¢ ]{—singb cosgb}_[() 11_ATA



3. Matrica A ¢uva 2 — normu vektora.
Nekajex = [ x1 a3 ]T, za koji je ||x||y = 2% +22. Djelovanjem matrice A na vektor x

cos ¢ —sin¢] [331 } _ [xlcos¢—x23in¢ te vrijedi:

dobivamo vektor Az = [ sing  cos o 1 8in ¢ 4 T4 cos ¢

[|Az|ls = (21 cos¢ — xysin@)® + (z1sin ¢ + x5 cos @)?
= x7cos® ¢ — 219 cos Psin ¢ + a5 sin? ¢ + w7 sin® ¢ + 212 sin @ cos ¢ + x5 cos® ¢
= 27(cos® ¢ + sin® @) + x5(cos® ¢ + sin? ¢)

= 2} 45 = |22

4. Produkt matrica rotacije je opet matrica rotacije.
Neka su A, B € R?*2 matrice rotacije. Pogledajmo kako ée izgledati njihov produkt.

[ cos¢p —sing cosy —siny |
AB sing  cos¢ }[Sinzﬁ cos 1 }_
[ cos¢eostp —singsing —cosdsiny —singeostp |
- sin ¢ cos ) + cos ¢sinty —sin¢sini + cospcos) |
_ [ cos(o+) —sin(d+1)

sin(¢ + 1)) cos(¢ + v

Dobivena matrica je matrica rotacije za kut (¢ + ).

Jednako tako mozemo pokazati da je matrica M(i, k, ¢) € R™™ matrica rotacije za kut

¢ u ravnini 1Ok ukoliko je zadana na sljede¢i nacin:

o --- COS¢ _Sin¢ - 0
o --. Sinqﬁ COS¢ ]

cos¢p —sing

sing  cosd } nalazi na presjeku i-tog i k-tog retka odnosno

pri ¢emu se podmatrica {

stupca.
Za ovako zadanu matricu vrijede ista svojstva kao i za matrice rotacije iz R?*2.



2.2 Givensove rotacije

Givensove rotacije G € R?*? su matrice rotacije koje rotiraju tako da poniste drugu kompo-
nentu vektora, tj. ako imamo vektor x = [ T1 X ]T € R? matrica G ¢e na njega djelovati

cos¢p —sing x Y
Gw:[singb cos ¢ ]{x;]:{ol}

Iz ovog sustava odredujemo koliki su sin ¢ i cos ¢.

na sljedeci nacin:

T1COSP — xasing = 1 (1)

r1sing +xocosgp = 0 (2)
Iz (1 —2) slijedi da u slucaju kada je x5 = 0, tada je matrica G jednaka jedini¢noj matrici I,
ina¢e imamo da je

T9 COS P = —x 8in ¢ (3)
i iskoristimo li jednu od osnovnih trigonometrijskih jednakosti sin® ¢ + cos? ¢ = 1 imamo:

Ty COS P = —x18in¢ = —x m.
Kvadriranjem dobivamo:
ricos’¢ = a7 —a7cos’ ¢
] = (2] + 23)cos® ¢,

te za af + a3 #0,t). || [ @1 a2 ]TH # 0 vrijedi

2
9 ] . +7;
cos” p = ————, tj. cosp = ———.
af + a3 NEE
Ukoliko zelimo da y; bude pozitivan uzimamo da je cos p = ————, a tada je iz (3)
. V2 + 23
. —T . itz . .
sin ¢ = = 2 =, 1. ylzgldoblvamovektory:[yl O]T.

2 2
x] + T35 x] + T3

Jednako tako i za matrice iz R"*"™ mozemo konstruirati odgovarajuc¢e Givensove rota-

cije. To bi bile matrice oblika

1 0 . 0 0]
0o ... COS¢ _Sin(b .- 0
O --- Sinqb COSQZS .- 0




cos¢ —sing
sing coso
stupca, a u kojima se sin ¢ i cos ¢ racunaju na prethodno opisani nacin, tj. za r € R”

pri cemu se podmatrica { } nalazi na presjeku i-tog i k-tog retka odnosno

sin ¢ = Tk (4)

2 2"
VA e el 8

Tada djelovanjem Givensove rotacije G € R™™" na vektor x dobivamo vektor y € R”
oblika:

r,  mjAi Ak
' 0, za j =k
Yi r? + 22 ’

odnosno ponistavamo k-tu komponentu vektora x, j-tu mijenjamo dok ostale komponente
ostaju nepromjenjene.
U praksi postoje i puno efikasniji na¢ini ra¢unanja sin ¢ i cos ¢ od (4). Primjer je i sljedeci

algoritam koji nam osigurava da neée doéi do ”overflow-a”. Za vise detalja vidjeti [4].

ALGORITAM 1. (za izracunavanje kuta rotacije)
ulaz: x;, xx

izlaz: cos ¢, sin ¢

1.if 2, =0

2 then cos¢ =1, sing =0
3. else if |zg| > |24
4

—T; . 1 .
T=—,8Nn¢ =———, cosp = sin g7
Tk ¢ V1+ 17'2 ¢ ¢
— Tk .
5 else 7 = , COS p = ————, Sin ¢ = cos ¢T
L 080 = e sin g = 036
6. end
Mozemo primjetiti da se u algoritmu 1. zapravo cos¢ = — dijeli ve¢im brojem
e

izmedu x; i z kako bi smo osigurali da ne¢emo imati dijeljenje s nekim jako malim brojem.

Takoder primjetimo da prvi i drugi korak algoritma 1. obuhvacéaju slucaj kada je x = 0,
tj. kada se nema Sto ponistavati pa je matrica G jednaka jedini¢noj matici I.



2.2.1 Mnozenje matrica Givensovim rotacijama

Neka je A € R™™ i G(i, k,¢) € R™™. Zbog jednostavne strukture matrice G vidimo

da mnozenjem matrice A slijeva matricom G utjecemo samo na dva retka

Gi(i,k,0)A([i, k], :) = {cosqzﬁ —Singb] { i Qo e Qg

sing  cos ¢ a1 Qg2+ Qkn
i to mnozenje odvija se po algoritmu 2.

Napomena 1. A([i, k], :) je Matlab oznaka za i-ti i k-ti redak matrice A.

Napomena 2. S Gy(i, k, ¢) oznacavamo Givensovu matricu koja u I-tom stupcu ponistava

k-ti element, a samo i-ti mijenja u [-tom stupcu.

ALGORITAM 2. (za mnozenje matrice A slijeva Givensovom matricom)
ulaz: A € R™*" Gy(i, k, ¢) € R™" (gdje | oznacava stupac u kojem se ponistava)
izlaz: A s ponistenom odgovaraju¢om komponentom ay (vidi Primjer 2.1.)

l.forj=1:n

2. y1 = A(i, j)

3. y2 = A(k, )

4. A(i,j) = y1cos¢p — yosing
5 A(k,j) =y1sin¢ + ys cos ¢
6. end

Ovaj algoritam zahtjeva 6n operacija. Imamo 2 retka sa n stupaca matrice A koji
sudjeluju u mnozenju. U 4. redu algoritma imamo dva mnozenja i oduzimanje, a u 5. redu
imamo dva mnozenja i zbrajanje, sto je 6 operacija za svaki stupac. Djelovanjem na svih n

stupaca dobijamo 6n operacija.

Primjer 2.1. Neka su A € R™" neka opéenita matrica i G;(i, k, ) € R™™ Givensova
matrica rotacije gdje je ¢ racunat za zadane a;; 1 ax;, Sto znaci da éemo ponistavanje u ovom
primjeru vrsiti u i-tom stupcu.

1 ... 0 0 o 01 [ ann - ay -0 aw
0 DY COS¢ ... _Sin¢ o e O all DY aZZ PR a’lk’
0 DY Sin¢ .. COS¢ PR O a/kl DY a/kl PR akk’

0 - 0 0 o L L am @i G

A1n

Qin

Qkn

amn




a/ll PR ali « e alk PR aln a‘ll P a‘lZ P a/lk’ .« e . aln
li li ! ! ! ! ! !
Qi Ay 7 i Qjy Qy; Qi Qi
= : : : = : : : : )
! ! ! ! ! ! !/
%1 % Qg Ak 51 0 Ay, Ak
L aml Y aml PEEEY a/mk ) am'fL | i aml “ .. am'L Y amk « o . amn i

pri cemu Su

/ . .
a;; = ajjcos —ag;sing, j=1,....n
! . .

ay; = aijsing +agjcosg. j=1,...,n

Vidimo da se ponistava komponenta koja se zadaje kao druga pri izracunavanju kuta ¢.

Vrlo sli¢no, mnozenjem matrice A zdesna s G (i, j, ¢) utjecemo samo na dva stupca

ay; Ak
o T | G2 azk cos¢ sing
AL [ kDG (1,4, 9) = : : [ —sing cos ¢
Ami  Amk

i ono zahtjeva 6m operacija. Do broja racunskih operacija dolazimo kao i u prethodnom
algoritmu, samo §to u ovom slucaju imamo 2 stupca s m redaka. Ovo mnozenje se odvija

po algoritmu 3.

Napomena 3. A(, i, k]) je Matlab oznaka za i-ti i k-ti stupac matrice A.
Napomena 4. Matrica GI (i, k, ¢) u l-tom retku ponistavati k-ti element, a mijenjati i-ti.

ALGORITAM 3. (za mnozenje matrice A zdesna Givensovom matricom)

ulaz: A € R™" GT (i, k,¢) € R™" (gdje | oznacava redak u kojem se ponistava)
izlaz: A s ponistenom odgovaraju¢om komponentom ay, (vidi Primjer 2.2.)
l.forj=1:m

2.y =A3,9)

3 Y2 = A(j, k)

4. A(j,1) = y1 cos ¢ — Yy sin ¢

5 A(j, k) = yy sin ¢ + ys cos ¢

6. end



Primjer 2.2. Neka su A € R™" neka opéenita matrica i G;(i,k,») € R™™ Givensova
matrica rotacije gdje je ¢ racunat za zadane a; © Q.

[ ayy - ay - a - oaw | [1 - 0 0 oo 0]
ai]_ .« .. aii PR G/Zk ... a’LTL 0 DY COS ¢ DY —_— Sin¢ PR O
AGT = | 1 T S T
a/kl o e a’k'L DY akk .. a/kn 0 DY Sin ¢ DY COS ¢ ... O
| am Ui Aok Umn | | O 0 0 1 |
B !/ / 7 B / !/
all .. alZ DRI a/lk: e aln all o e al’t .. a’lk ... aln
/ / /
all .o .. aii DEREY alk ... ain all ... azz .o .. O ... aZTL
/ / !/ /
ak‘l . .. ak/vt DY akk ... ak‘n ak}l DR akl .o .. akk ... akn
/ / !/ /
L a/ml ... a’ml DY amk PR a/mn i L aml ... amz ... a’mk DR amn
pri cemu Su
/ . .
aj; = aj; oS — azesing, j=1,...,m
/ . .
ajp = aising +ajpcosg. j=1,....,m

Mozemo zakljuciti da se mnozenjem slijeva ponistavanje vrsi po stupcima dok se mnozenjem
zdesna ponistavanje vrsi po retcima.

Takoder primjetimo da smo uveli oznaku stupca u kojem ponistavamo kada mnozimo
slijeva (tj. retka kada mnozimo zdesna), s obzirom da imamo djelovanje na matricu, a ne na

jedan vektor.

2.3 Egzistencija QR dekompozicije

Kako smo veé¢ spomenuli u uvodu, QR dekompozicija je rastav matrice A na dvije matrice
A = QR, za koje vrijedi da je Q ortogonalna, a R gornja trokutasta.

Teorem 2.1. Za bilo koju matricu A € R™ ", gdje je m > n postoje matrice Q € R™ ™ 4
R € R™*" takve da je A = QR, pri cemu je Q ortogonalna, a R gornja trokutasta matrica.

Dokaz ovog teorema pomoc¢u Gramm-Schimidtovog postupka ortogonalizacije mozete naci
u [3, str. 84], a ovdje éemo primjerom pokazati kako izgleda QR dekompozicija kada se vrsi

pomoc¢u Givensovih rotacija.




Primjer 2.3. Neka su A € R™*" neka opéenita matrica, gdje je m > n. Rastavimo, pomocu
Givensovih rotacija, matricu A na matrice Q € R™™ (ortogonalna) i R € R™™ (gornja
trokutasta) tako da vrijedi A = QR.

Kako Givensove rotacije ponistavaju samo jedan element pa s G(i, k, ) € R™ ™ matricu
koja ponistava element ay, a kut ¢ izracunava za zadane a; i ag. Ponistavanje cemo vrsits
po slijedecem algoritmu.:

ALGORITAM 4. (QR dekompozicija pomocu Givensovih rotacija)

ulaz: A € R™"

1zlaz: R € R™™ gornje trokutasta, Q € R"™™ ortogonalna

1. R=A, Q=1

2. forl=1:n

3. fori=m:-1:1+1

4. izracunati kut ¢ (1j. elemetne Givensove rotacije Gy(i — 1,4, ¢))
5. R = G(i — 1,7,¢)R (ponisava element a;)

6 Q= QGi(i—1,i,0)"

7. end

8. end

Konristeci ovaj algoritam za ponistavangje elemenata u prvom stupcu matrice

aj; a2 - Aip

Q21 Q22 -+ Q2
A=

Am1 Am2 - Amn

potrebno je pomnoZiti matricu A redom matricama Gi(m—1,m,¢),Gi(m—2,m—1,9¢),...,
Gi1(1,2,¢). Na taj nacin éemo dobiti matricu A’.

Ay @y e a4,

, 0 ay -+ ay,
A'=Gi(1,2,0)---Gi(m—=2,m—1,0)Gi(m — 1,m,$)A = , _

0 a;nQ almn

Analogno, za poniStavanje elemenata u j-tom stupcu mnozit éemo prethodno dobivenu ma-
tricu redom matricama G;(m —1,m, ¢),G;(m —2,m—1,9¢),..., G;(j,j +1,¢).

U zadnjem koraku imamo ponistavanje elemenata v zadnjem stupcu i to mnoZecéi matri-
cama Gp(m —1,m,¢), G,(m —2,m —1,¢), ..., Gp(n,n+ 1,¢) i na taj nacin smo dobili
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gornje trokutastu matricu R.

R = Gn(n,n—l—l,gb)---Gn(m—1,m,¢)---Gj(j,j+1,ng)-~-
Gim—1m,¢) ---Gi1(1,2,0)---Gi(m —1,m,p)A =

- / / / /
Ay G 0 Gy, g a1y
/ / !/
0 agy -+ A pn—1 Aoy
_OT A — / /
- Q A= 0 0 a —1n—1 anfl,n
0 0 0 a.
| 0 0o --- 0 0

S obzirom da su Givensove matrice rotacije ortogonalne matrice vidimo da je matrica Q koja

zadovoljava jednakost A = QR jednaka

Q = (Gu(nin+1,¢) - Gulm—1,m,¢)---G;(j,j+1,0)-
Gj(m—1,m,¢) - Gi(1,2,¢) - Gy(m — 1,m, ¢))"
= Gi(m—1,m,¢)" - .Gi(1,2,¢)" -+ G;(m—1,m,¢)"
Gy, +1.9)" Gu(m = 1,m,¢)" - Gu(n,n+1,6)"
Na taj nacin dobili smo traZene matrice Q € R™™ ¢ R € R™*",

Napomena 5. Svaka matrica G; ima “svoj” kut ¢, 3. ne radi se o istim kutu, ali rads
gednostavnosti pisanja smo koristil istu oznaku.

m—-n

Izracunavanje matrice R u ovom primjeru zahtjeva 3n*(™z%) operacija, vidi [2] (bez
obzira §to u mnozenju sudjeluju samo dva stupca matrica koju ponistavamo). Zbog toga se
Givensove rotacije puno ¢esée primjenjuju kada su u pitanju strukturirane matrice s puno
nula ispod glavne dijagonale, ali o tome vise u sljede¢em poglavlju.

3 Primjena

3.1 Linearni problem najmanjih kvadrata

U ovom poglavlju objasnit ¢emo ukratko Sto je problem najmanjih kvadrata te kako se
za njegovo rjesavanje koriste Givensove rotacije, tj. QR dekompozicija. Metoda najmanjih

kvadrata se koristi kada u sustavu Ax = b ima vise jednadzbi nego nepoznanica.

Problem najmanjih kvadrata se Cesto koristi u raznim tehnickim primjenama, kao i u
elektrotehnici, fizici, geografiji, ekonomiji (linearna regresija).
Upravo spomenutu linearnu regresiju najlakse je objasniti na primjeru.
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Primjer 3.1. Neka su zadane tri tocke u ravnini

z|-2 1 2
y| 2 2 3

kao na slici 2. Kada bi imali jedinstveni pravac koji prolazi kroz sve zadane tocke, tada bi

za svaku tocku (x;,y;), 1 = 1,2,3 vrijedilo

d}r T T T T T T T

3_ +* -
2— +* - 4
“]_ -
D | 1 | 1 | 1 |

4 3 2 1 0 1 2 3 g *

Slika 2. Zadane tocke u ravnini

U navedenom primjeru imamo sljedeci sustav linearnih jednadzbi:

—2k+1=2
lk+1=2
2k+1=3

Ovaj sustav s tri jednadzbi © dvije nepoznanice k il ima sljedeéi matricni oblik

-2 1 2
1 1 {k}: 2
2 1

odnosno imamo sustav Ax = b, gdje je

-2 1 I 2
2 1 3



Kada bi ovaj sustav imao rjesenge, tada bi vrijedio Ax —b =0, tj. ||Ax — b||s = 0. No, kako
ovaj sustav mnema rjeSenje cilj nam je minimizirati rezidual v = Ax — b, tj. minimizirati
normu ||Ax — bl|2 @ na taj nac¢in dobiti pravac koji "najbolje” aproksimira zadane podatke.

Minimizacija norme ||Ax — bl|2, ekvivalentna je minimizaciji kvadrata te iste norme,
3

tj. manimiziramo ||Ax —b||3 = > (kx; + 1 — y;)*. Naziv problem najmangih kvadrata imamo

=1

jer minimiziramo sumu kvadrata razlike dobivene vrijednosti (kx;+1) i prave vrijednost (y; ).

Primjer ¢emo riyesiti v nastavku rada.

Problem iz prethodnog primjera moze biti i viSedimenzionalan. Tada imamo matricu
A € R™™ | takvu da je m > n ("dugacka” matrica) i vektor b € R™, a trazimo x € R" koji

minimizira normu reziduala r = Ax — b, tj. normu ||Axz — b||s.

Postoje razliciti na¢ini rjesavanja linearnog problema najmanjih kvadrata (LPNK). Neki
od njih su sustav normalnih jednadzbi i rjesavanje pomoc¢u dekompozicije na singularne
vrijednost (vidi [4]), ali u ovom radu ¢emo pokazati kako se LPNK rjesava pomoéu QR de-

kompozicije.

3.2 Rjesavanje LPNK pomoc¢u QR dekompozicije

Kako smo veé¢ rekli, rjesavanje LPNK svodi se na minimizaciju norme reziduala, tj. na
minimizaciju norme ||Ax — bl|y, gdje su A € R™*" gdje je m > nib € R™ Neka je
rang(A) = ry < n < m rang matrice A, te neka je A = QR, QR dekompozicija matrice A
dobivena pomoc¢u Givensovih rotacija, gdje je Q € R™*™ ortogonalna matrica, a R € R™*"
gornja trokutasta matrica.

Kako matrica A ne mora biti punog ranga stupaca (rs < n), razlikujemo dva razlicita
slucaja. U slucaj kada matrica nije punog ranga stupaca rjesenje x LPNK nije jedinstveno,
za vise pogledati u [1], a u ovom ¢emo se radu koncentrirat na slucaj kada je matrica A
punog ranga stupaca.

Matrice A je punog ranga po stupcima, ali ne mora biti kvadratna, stoga za nju ra¢unamo

reduciranu QR dekompoziciju
RI
A=QR=1[(Q" Q" { 0 1 =Q'R.
To znaci da smo za matricu A € R™ " gdje je m > n, dobili A = Q'R’, gdje je

Q' € R™" ortogonalna (sadrzi prvih n stupaca matrice Q), a R’ € R™ " gornje trokutasta

matrica (sadrzi prvih n redaka matrice R).
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Napomena 6. U Matlabu bismo reducirane Q° i R’ zapisali na sljedeci nacin:

Q' =Q(1:n)),
R =R(1:n,1:n).

Kako smo rekli da promatramo matrice koje su punog ranga po stupcima, neka je ry = n
ix e R" Kako je Q matrica rotacije vrijedi svojstvo da ¢uva normu vektora, pa stoga

mozemo pisati
I7[l2 = [[Az = 0l = ||QRz — b|]2 = [|Q(Rz — QD)2 = || Rz — Q"b[5.

Zapisimo vektor QTb na sljedeéi nacin:

b

Ty | 01

Q b - |: bg :| )

gdje je by r4 dimenzionalni vektor, tj. b; = Q7b. Tada imamo

R'z b
e = 0 = l1e = Qo = 11 | 57 ] = | 0t |11 = e = bl el

iz ¢ega slijedi da ée rezidual biti minimalan kada je R'z = b; = Q'7b. Tada je rjesenje x

LPNK dobije rjeSsavanjem trokutastog sustava R'z = Q'Tb.

Sljededi algoritam sluzi za rjeSavanje LPNK u slu¢aju matrice punog ranga stupaca.
ALGORITAM 5.

ulaz: A € R™" m > nirang(A), b e R™

izlaz: x € R™ koji minimizira ||Ax — b||2

1. izracunaj reduciranu Q) R dekompoziciju matrice A = Q'R’

2. izracunaj Q''b € R

3. rijesi R’z = Q'T'b pomocu povratnih supstitucija.

Napomena 7. U radu su u svim rjesenjima brojevi zaokruzZeni na 4 decimale.

Rijesimo sada Primjer 3.1.
Imamo za rijesiti sustav Ax = b, gdje je

-2 1 I 2
A= 1 11|, x:{l}, b=y=| 2
2 1 3
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Prvo éemo ponistiti element ay3 i to pomocu matrice G1(2,3, ¢), koja glasi

10 0
G1(2,3,¢) = | 0 —0.4472 —0.8944
0 08944 —0.4472

Mnozenjem matrice A i vektora b s G1(2,3,¢) dobijamo

—2.0000  1.0000 2.0000
A =Gi(2,3,)A= | —2.2361 —1.3416 |, V =G1(2,3,0)b= | —3.5777
0 0.4472 0.4472

Zatim Zelimo ponistiti element ayz 1 za to ponistavanje éemo koristiti matricu G1(1,2, @),

koja glasi
—0.6667 —0.7454 0
Gi1(1,2,¢0) = | 0.7454 —0.6667 0 |,
0 0 1
te dobijamo
3.0000 0.3333 1.3333
A" =G4(1,2,0)G1(2,3,0)A = 0 1.6398 |, " =Gi(1,2,0)G1(2,3,0)b= | 3.8759
0 0.4472 0.4472

Preostalo nam je jos jedno ponistavanje i to elementa asz. Givensova matrica koju éemo

koristits za to ponistavanje glasi

1 0 0
G2(2,3,¢)= 1| 0 0.9648 0.2631 |,
0 —0.2631 0.9648

te dobivamo

3.0000 0.3333

R= G2(273a ¢)G1(1727¢>G1(273a ¢)A = 0 1.6997 )
0 0
1.3333
QTb = G5(2,3,0)G1(1,2,0)G1(2,3,6)b = | 3.8570
—0.5883

Sada povratnim supstitucijama rijesimo sustav R'x = by = Q''b, gdje je

, [ 3.0000 0.3333 o [ 1.3333
R_{ 0 1.6997]’ ¢ b‘[s.&wo}

Trazeno rjesenje ovog LPNK je

[ 0.1923
T=1 22692 |-
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U slucéaju kada imamo kvadratnu matricu punog ranga A € R™ " rjeSavamo sustav
linearnih jednadzbi. Takav sustav imat ¢e jedinstveno rjesenje do kojeg se takoder moze
do¢i pomocu algoritma 5., iako se u tom sluc¢aju neée racunati reducirana QR dekompozicija,
nego obicna.

Primjetimo takoder da pri rjeSavanju sustava, formiranje matrice QQ nije potrebno jer smo
automatski mnozili i vektor b s Givensovim rotacijama (pogledati Matlab kod 4.).

Navedimo jo$ na kraju ovog potpoglavlja jedan primjer LPNK s malo ve¢om matricom.

Primjer 3.2. Neka je matrica A € R°*5 zadana na sljedeéi nacin

- 2t ,za =)
Y] 100 ,inace

a vektor b € RY je jednak b =1[5 10 15 20 25 30 35 40 45 50]7. Rjesite pri-
padni sustav Ax = b.

Koristeéi Matlab i funkciju za odredivanje QR dekompozicije pomocu Givensovih rotacija
(vidi Prilog - kodovi) dobili smo reduciranu QR dekompoziciju, tj.

[ 0.0067 0.7353 —0.4388 —0.3126 —0.2417 ]
0.3333 —0.6406 —0.4479 —0.3191 —0.2467
0.3333 0.0782  0.7700 —0.3259 —0.2520
0.3333 0.0782 —0.0448 0.8300 —0.2575

;| 03333 0.0782  —0.0448 —0.0298 0.8653

@ = 0.3333 0.0782 —0.0448 —0.0298 —0.0209
0.3333 0.0782 —0.0448 —0.0298 —0.0209
0.3333 0.0782 —0.0448 —0.0298 —0.0209
0.3333 0.0782 —0.0448 —0.0298 —0.0209

| 0.3333  0.0782  —0.0448 —0.0298 —0.0209 |

300.0067 268.6607  269.3273  269.9940  270.6607
0 133.5568  64.7090 64.8654 65.0219

R = 0 0 —115.3756 —38.8805 —38.9700 |,
0 0 0 —106.9954 —27.9489
0 0 0 0 —101.5636

a zatim primjenom algoritma 5. dobijamo
r=[0.1692 0.1185 0.0655 0.0101 — 0.0478]"

kao rjesenje ovog linearnog problema najmangih kvadrata.
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3.3 Racunanje QR dekompozicije strukturiranih matrica

U ovom poglavlju ¢emo prokazati kako se Givensove rotacije koriste u izracunavanju QR

dekompozicije strukturiranih matrica kao sto su matrice u Hessenbergovoj formi i tridijago-

nalne matrice.

Definicija 1. Za matricu A € R™" éemo reéi da je u gornjoj Hessenbergovoj formi ako

vrijedi a;; = 0, za i — j > 2, tj. matrica A je gornje trokutasta i ima jos jednu sporednu

dijagonalu spod glavne.

[ustrirajmo primjerom ideju za izrac¢unavanje QR dekompozicije.

Primjer 3.3. Neka je A € RS matrica v gornjoj Hessenbergovoj formi.

sljedeceq oblika
@11 a2 a3 a4 Ais
G21 Q22 Q23 A4 A25
A=1 0 asx as azs ass
0 0 a43 ay ays
0 0 0 as4 Qass

Tada je ona

S obzirom da trebamo ponistiti samo elemente na sporednoj dijagonali ispod glavne,

ponistavanje ¢emo vrsiti dijagonalno, te na taj nacin izbjeci nepotrebna mnozZenja.

MnozZenjem matrice A slijeva, redom Givensovim matricama G1(1,2,¢) i Go(2,3,¢) do-

bivamo matricu
ay, ap  ah
0 aj an
G2(273a ¢)G1(1727¢>A = 0 0 a’éS
0 0 43
0O 0 O

ayy
ay
sy
Q44
Q54

ays
s
ass
45
as5

Stoga mnozZenjem jos s matricama G3(3,4,¢) i G4(4,5, ), dobivamo gornje trokutastu ma-

tricu

R =G4(4,5,0)G5(3,4, $)G2(2,3,6)G1(1,2, p) A =

Tada je matrica Q iz QR dekompozicije jednaka

Q = (G4<4757¢)G3(3747¢>G2<2a37¢)G1(1727¢>>T:
== G1<1727¢)TG2<2737¢)TG3<3747¢)TG4<4757¢)T7

11
0
0
0
0

te smo QR dekompoziciju dobili s cetiri jednostavna mnozenja.
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Mozemo primjetiti razliku izmedu ove strategije da dijagonalno ponistavamo elemente i
strategije primjenjene u algoritmu 4. gdje su se elementi ponistavali po stupcima odozdo
prema gore, pocevsi od zadnjeg elementa u prvom stupcu. Stoga u slucaju kada imamo
matricu A € R™™ u gornjoj Hessenbergovoj formu koristimo sljedeé¢i algoritam za ra¢unanje
QR dekompozicije:

ALGORITAM 5. (QR dekompozicija za matrice u gornjoj Hessenbergovoj formi)
ulaz: A € R™"™ matrica u gornjoj Hessenbergovoj formi
izlaz: R € R™" gornja trokutasta i Q € R"*" ortogonalna

I.R=A Q=1
2.forj=1:n—-1
3. izracunati ¢ za matricu G;(j,7 + 1, ¢;)
4. R=G;(,j+1,¢)R
5. Q=QG;(j.j+1L¢)"
6. end.
Primjer 3.4. Matrica
0 12 5 3 0
1 3 9 0 31
H=|0 4 4 7 17
0 0 3 8 5
0 0 0 6 11
je u gornjoj Hessenbergovoj formi. PrikaZite je uw QR dekompoziciji.

Koristeci funkciju za QR dekompoziciju matrica u gornjoj Hessenbergovoj formi uz pomocé
Givensovih rotacija (vidi 4. uw Prilog-kodovi) kao rezultat dobijemo H = QR, gdje su

0 0.9487 0.1878 —0.0072 —0.2544

—1.0000 0 0 0 0
Q= 0 0.3162 —0.5633 0.0216  0.7631
0 0 —0.8047 —0.0168 —0.5935
0 0 0 —0.9996 0.0283
—1.0000 —3.0000 —9.0000 0 —31.0000
0 12.6491  6.0083  5.0596 5.3759
R = 0 0.0000 —3.7283 —9.8169 —13.5988
0 0 —0.0000 —6.0024 —10.7127
0 0 0 0 10.3155

pri cemu smo zaokruZivali na cetiri decimale.

Osim odredivanja QR dekompozicije, pomoc¢u Givensovih rotacija opcenite matrice se
mogu svoditi na gornju Hessenbergovu formu. Tada u algoritmu 4. u 3. koraku umjesto
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for i=m:—1:0+41 piSemo for : = m: —1: [+ 2 i na taj nacin ¢e se poniStavanje vrsiti

do elementra ispod dijagonale i matricu ¢emo svesti na gornju Hessenbergovu formu.

Definicija 2. KazZemo da je matrica T' € R™™ tridijagonalna ako je t;; =0 za |i — j| > 1,

t1. matrica T ima glavnu i obje sporedne dijagonale.

Primjer 3.5. Matrica

112 0 0 O
8 2 9 0 0
I'=10 4 3 7 0
0 0 3 13 5
0 0 0 o5 11

je u tridijagonalnoj formi. Odredite QR dekompoziciju.

Primgjenom istog koda kao u prethodnom primjeru, za matrice ) i R dobijamo

—0.1240 0.9386 —0.2349 —0.1550 0.1564
—-0.9923 —-0.1173 0.0294  0.0194 —0.0196

Q= 0 0.3245  0.6900  0.4554 —0.4595
0 0 0.6840 —0.5135 0.5182
0 0 0 —0.7103 —0.7039
—8.0623 —3.4730 —8.9305 0 0
0 12.3263 —0.0824 2.2716 0
R = 0 0 4.3863 13.7217  3.4198
0 0 0 —7.0395 —10.3807
0 0 0 0 —5.1523

pri cemu smo zaokruZivali na ¢etiri decimale.

Primjetimo da se izracunavanje QR dekompozicije tridijagonalnih matrica provodi na isti

nacin kao i kod Hessenbergovih matrica.
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5 Prilog - Matlab kodovi
1. Funkcija povratnih supstitucija

function [x] = povsup(U,b)
count = 0;
n = size(U,2);
x = zeros(n,1);
for j=n:-1:1
suma = O;
for k = j+1 : n
suma = suma + U (j,k) * x(k);
end
x(j) = (b(j) - suma) / U(,]);
end

2. Funkcija za racunanje elemenata Givensove matrice

function [c,s] = Givens(a,b)

r = 0;
if == 0
c=1;
s = 0;
else if norm(b) > norm(a)
r=-a/b;
s=1/sqrt (1 +r * 1r);
C =18 *r;
elser=->b / a;
c=1/sqrt (1 +71r *71);
S =c *r;
end
end
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3. Funkcija za odredivanje QR dekompozicije pomoc¢u Givensovih
rotacija

function [Q,A] = giv(A,b)
m = size(A,1);
n = size(A,2);
Q= eye(m);
for j=1:n
fori=m:-1:3j+1
[c,s] = Givens ( A(i-1,j) , A(i,3) );
A(i-1 : i, j:n)=I[cs; -sc]’>*xACi-1 : i, j : n);
Q1 :m, i-1 : i) = Q1 : m , i-1 : i)*[c s;-s c];
end
end
Q=QC: , 1:n)
A=A :n,1: n)

4. Funkcija za rjeSavanje sustava linearnih jednadzbi pomocu
Givensovih rotacija

function [x] = giv(A,b)
size(A,1);
size(A,2);
for j=1:n

m

n

fori=m:-1:3j+1
[c,s] = Givens ( A(i-1,j) , A(i,3) );
A(i-1 : i, j :n)=1[cs; -sc]’>*xACi-1 : i, j : n);
b(i-1 : i) = [ec s ; -s c] > * b( i-1 : 1i);
end
end

[x] = povsup(A,b)
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5. Funkcija za QR dekompoziciju matrica u gornjoj Hessenbergovoj
formi pomoc¢u Givensovih rotacija

function [Q,A] = giv_hess(A)

n = size(A,2);

Q = eye(n);

for j=1: n-1
[c,s] = Givens( A(j,j) , A(G+1,5) );
AGG : j#¥1 , j :n) = [cs; -scl ? xA(j : j+1 , j : n);
Q(l :n, j: j*¥) =Ql :n, j: j+¥1) *x [c s ; -s c];

end
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