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1 Uvod i motivacija

Na pocetku navedimo nekoliko prakti¢nih primjera u kojima se pojavljuje problem traze-
nja globalnog minimuma funkcije jedne ili vise varijabli.

Primjer 1. (Geometrijski medijan)

Za dani skup tocaka—podataka A = {a' € R™: i = 1,...,m} s odgovarajéim teZinama
w; > 0 treba pronadi tocku ¢* = (¢}, ...,c;) € R, takvu da je
m .
¢* = argmin ¥ w;ds(c, a’),
ceR™ ;1

tj. tocku u kojoj se postize globalni minimum funkcionala

n

m m m
Fy(c) = wida(c,a’) =D wi | Y (e —al)? =Y wiflc—a’l. (1)
i=1 i=1 s=1 i=1
Tocka ¢* zove se tezinski geometrijski median skupa vektora A (odnosno skupa tocaka
A) i ne moZe se eksplicitno izraziti.

Primjer 2. (Reprezentant podataka na jedini¢noj kruznici)
Zadan je skup realnih brojeva t1, ..., ty, € [0,27] s odgovarajuéim teZinama wy, . .., Wy, >
0, pomoc¢u kojih gradimo skup tocaka A = {a'(t;) = (cost;,sint;) € R*: t; € [0,27]}, na
jedinicnoj kruznici K = {(z,y) € R?*: 2? + y? = 1}. Treba odrediti tocku ¢*(t*) € K koja
ce sto bolje reprezentirati skup tocaka A.

Funkcija di: A x A — R,

|t1—t2|, Zf|t1—t2| <,
277'—‘?51—?52’, Zf‘tl—t2’ > T.

dg (a(ty), b(t2)) = { (2)
je metricka funkcija na K.

Tocka c*(t*) € K je najbolji reprezentant skupa A s tezinama wy, . .., W, > 0 u odnosu
na metricku funkciju dgx onda ako je

¢*(t*) = argmin i widg (c(t), a' (1)), (3)

te(0,2m] ;=1
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tj. ako je ¢*(t*) € K tocka globalnog minimuma funkcionala F: [0,27] — R,
F(t) =Y widk(c(t), a'(t:)). (4)
i=1

Primjer 3. (Najbolji TLS-pravac)
Za dani skup tocaka A = {T; = (z;,y;): ¢ = 1,...,m} s teZinama wy, ..., w, > 0 treba
odrediti pravac p u ravnini oblika ax + by + ¢ = 0, a®> + b* # 0, tako da suma kvadrata
euklidskih Iy udaljenosti tocaka T; do pravca p bude ninimalna. U literatur: takav pravac
se naziva “the best Total Least Squares line”, a rjesenje je sljedeceq nelinearnog problema
globalne optimizacije

" (ax; + by; + ¢)?

m
argmin Y widps(T;, p) = argmin  _ w; a2 + b2
P i=1 a7b7C€R =1

Primijetite da smo ovaj problem razmatrali ranije tako da smo trazili svojstveni vektor
koji odgovara najmanjoj svojstvenoj vrijednosti odgovarajuce kovarijacijske matrice. Inace
ovdje se radi o problemu globalne optimizacije nelinearne, ali diferencijalne funkcije tri
varijable.

Primjer 4. (Najbolji OD pravac)
Za dani skup tocaka A = {T; = (z;,y;): 1 = 1,...,m} s tezinama wy, ..., w, > 0 treba
odrediti pravac p u ravnini oblika ax + by +c = 0, a®> + b> # 0, tako da suma euklidskih
ly udaljenosti tocaka T; do pravca p bude ninimalna. U literaturi takav pravac se naziva
“the best Orthogonal Distance line”, a rjesenje je sljedeceg nelinearnog problema globalne
optimizacije

argmin Y _w;dy(T;,p) = argmin y wiw

p i=1 a,b,ceR i=1 V CL2 + 62

Primijetite da se ovdje radi o problemu globalne optimizacije nelinearne nediferencijalne
funkcije tri varijable.

Primjer 5. (Euklidska udaljenost tocke do parabole)

Treba izracunati ly udaljenost tocke Ty = (3,4) do kubne parabole q(x) = 5x3 — 6z + 2.
Primijetite da je ly udaljenost tocke Ty = (xo,y0) do neke tocke T = (x,q(z)) na grafu
funkcije q zadana s

82() = do(Ty, T) = /(& — 20)2 + (q(x) — y0)?,

pa je odredivangje udaljenosti tocke Ty do grafa funkcije q zadane na intervalu [a, b] problem
odredivanja globalnog minimuma funkcije do na intervalu [a,b] (vidi Sliku 1).

Je li funkcija 65 neprekidno diferencijabilna na segmentu [a,b] ?

Bududi da je funkcija x — \/x monotono rastuca funkcija, onda se nas problem moZze
svesti na odredivanje globalnog minimuma polinoma 5-tog stupnja

f(@) = (z = 20)* + (q(=) — 0)*.
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(a) q(x) = .5a® — 6z +2; T = (3,4) (b) Euklidska Iy udaljenost
15+
10F 107

5t

7 P 2 4
-5F -4 2 0 2 4

Slika 1: Euklidska udaljenost tocke Ty do parabole g

Primjer 6. (I,-udaljenost tocke do parabole)
Treba odrediti 1y-udaljenost tocke Ty = (3,4) do kubne parabole q(z) = .5x® — 6z + 2.
Primijetite da je li-udaljenost tocke Ty do neke tocke T = (x, f(z)) na grafu funkcije q
zadana s

d1(z) = di(To, T) = |z — wo| + [g(x) — wol,

pa je odredivangje udaljenosti tocke Ty do grafa funkcije q zadane na intervalu [a, b] problem
odredivanja globalnog minimuma funkcije 6, na intervalu |a,b]. Dakle, i u ovom primjeru
radi se takoder o problemu jednodimenzionalne minimizacije, ali ovaj puta je minimizira-
juca funkcija nediferencijabilna. Takoder iz slike se moZe wociti da ova funkcija ima tri
lokalna minimuma od kojih je jedan ujedno @ globalni minimum.

(a) LS-udaljenost (b) {1 udaljenost

Slika 2: LS i I; udaljenost tocke Ty do parabole ¢

2 Kvazikonveksne i unimodalne funkcije
Problem: Neka je f: D — R, D C R". Treba pronaci

" € argmin f(z) C D i vrijednost f(z") = H’gll)l flz) = f*
zeD T

Oznaka: argmin f(z) — skup svih globalnih minimizatora funkcije f
€D

Konveksan skup: Kazemo da je skup D € R" konveksan ako je za svaki z,y € D,
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azr + (1 — a)y € D za svaki a € [0, 1];
Konveksna funkcija: Kazemo da je funkcija f: D — R, D C R" konveksna na D ako
Ve,y € D,

flaz+ (1 —a)y) <af(e)+ (1 -a)f(y), Vael0,1];
Ako u prethodnoj nejednakosti vrijedi znak “<” za svaki o € (0,1) i « # y, onda kazemo
da je funkcija f strogo konveksna

Definicija 1. Funkcija f : D — R, D C R" je kvazikonveksna na D ako Vx,y € D vrijedi

flax + (1 —a)y) < max{f(z), f(y)}, Vael0,1]. (5)

Ako u (5) vrijedi stroga nekednakost za o € (0,1) i  # y, onda kazemo da je f strogo
kvazikonveksna na D (vidi (Demjanov, 1981; Ortega and Rheinboldt, 1970; Vasilev, 1974)).

Lema 1. (Demjanov, 1981) Funkcija f : D — R je kvazikonveksna na D onda i samo
onda ako je za svaki A € R nivo-skup (level set) Dy = {xz € D : f(x) < A} konveksan.

Dokaz. (Nuznost) Pretpostavimo da je funkcija f : D — R kvazikonveksna i dokazimo da
je za proizvoljni A € R skup D, konveksan. Neka su z,y € D). To znadi da je f(x) < i
f(y) < A\ Kako je f kvazikonveksna, za proizvoljni « € [0, 1] vrijedi

flaz+ (1 —a)y) < max{f(z), f(y)} =\,

iz ¢ega zakljucujemo da je ax + (1 — a)y € D,.

(Dovoljnost) Pretpostavimo da je za proizvoljni A € R skup D, konveksan i dokazimo
da je tada funkcija f : D — R kvazikonveksna. Za proizvoljne x,y € D definirajmo
Ao = max{f(z), f(y)}. Tada su x,y € D,,, a kako je D,, konveksan, onda je ax + (1 —
a)y € Dy,, Va €0,1], iz cega slijedi

flaz + (1= a)y) < Ao = max{f(z), f(y)}.
O

Primjedba 1. Primijetite da vrijedi (Avriel, 2006; Demjanov, 1981; Ortega and Rheinboldt,
1970; Vasilev, 1974):

(i) Svaka konveksna funkcija je kvazikonveksna (Lema 1), ali obrat ne vrijedi. Primje-
rice, funkcija f: [—1,1] = R, f(x) = V2?2 je kvazikonveksna, ali nije konveksna.

(ii) Ako su funkcije f;, i = 1,..., m kvazikonveksne na D, onda je i funkcija f(z) =

=1,...,

(iii) Kvazikonveksna funkcija ne mora biti neprekidna. Primjerice, funkcija f: R — R,
f(z) = signz je kvazikonveksna na R, ali nije neprekidna. Primijetite takoder da
ova funkcija nije strogo kvazikonveksna.
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Primjer 7. Zadane su funkcije

x2, ze|—-1,0 x2, ze|—-1,0
fila) = , e e - , reno
2—(x—1)? ze€(0,1] 2—(x—1)* =ze€l0,1]
241, e[-1,0
22, z€[~1,0] v ze[-1,0
fg(l‘): 2 f4(l’) =q1lce (07 1]
2—(x—1)% x€(0,1.5 )
2 (z—2)?, z€ll,2
Primijetite da je fi strogo kvazikonveksna funkcija, za koju je argmin f(z) = {0}, da je
z€[—1,1]
fa strogo kvazikonveksna funkcija, za koju je argmin f(x) = 0, da f3 nije kvazikonveksna

z€[—1,1]
funkcija @ da je fy kvazikonveksna, ali ne i strogo kvazikonveksna funkcija za koju je

argmin f(z) = [0, 1], pri éemu je f(z*) =1, Vo* € argmin f(x).
z€[—1,2] z€[—1,2]

a) r — fi(x b) x — fa(z c) x — f3(x x—>f4()

RN

Slika 3: Kvazikonveksne funkcije

Zadatak 1. Je li zbroj dvije kvazikonveksne funkcije takoder kvazikonveksna funkcija ¢
Za podatke (t;,y;), i = 1,...,m, funkcija ¢ — e —y;| je kvazikonveksna. Je li i sljedeca
funkcija kvazikonveksna

m
= et —y| ?
i-1

m
(a) e et —y;l,i=1,...,3 (b) Zl|edi—y¢|
1=

L f L L L L L L L
02 04 06 08 10 02 04 06 08 10

Slika 4: Eksponencijalna regresija
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Oznacimo:
Qla,b] : skup svih strogo kvazikonveksnih funkcija definiranih na [a, b];

Q*[a, b] : skup svih strogo kvazikonveksnih funkcija na [a,b] za koje je argmin f(z) # 0.
z€a,b]

Primjer 8. Provjerite koje su od ovih funkcija konveksne, a koje kvazikonveksne:
fl : [CL, b] — ]R7 f1<l’> - x27 f2 : [(I,b] — R? fQ(x) = ’JI| —i—x—l—signx,
f3 : [172] — Ra f3($) = 1I1[L‘7
|z, = #0
g1 [avb] _>R; gl('r>: 1. 2=0" g2 - [aub]%R7 92(1‘):

1
2

|, = #0
1, =0"
2, xel0,

rell

93:10,2] = R, gg(:p):{ Jz. i)

Funkcija g2 € Q[Oa 1]7 ali 92 g Q[_la 1]

Zadatak 2. Kako treba prosiriti funkciju f(z) =
(a) f €Q[0,1],
(b) f S Q[_1>1]7 (C) f S Q[_LO] ?

1/+2+1 u tOékZ o = O, da b’l
e

Zadatak 3. Kako treba prosiriti funkciju f(z) = { - z: i i 8 u tocki xog = 0, da
(a) f€Q[0,1],

(b) f € Q-1,0],

(c) [ €Q[-1,1],

(d) f € Q|—a,b] za proizvoljne a,b € R ¢ Razmotrite slucajeve: A =0,+1,—1.

Zadatak 4. Ako su f1, fo € Qla,b], jesu li takve i funkcije: fi + fo, f1 — fo, f1+ fo, % ?

Definicija 2. (Jarre and Stoer, 2004)
Kazemo da je funkcija f : [a,b] — R strogo unimodalna ako postoji x* € [a, b], takav da
je f / [a,e+] Strogo monotono padajuca, a f / (=] Strogo monotono rastuca ili preciznije
(Ortega and Rheinboldt, 1970)
ako postoji z* € [a,b], takav da je f(z*) = m[irll)] f(z), a za proizvoljne a < z1 < x5 < b
z€|a,

vrijedi

xo <" =>f(21) > f(29),

<z = f(x2) > f(x1).

Primgjedba 2. (Jarre and Stoer, 2004)
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(i) Kazemo da je tocka z* iz Definicije 2 jedinstveni globalni minimizator funkcije f na
[a, b] ili da funkcija f u tocki z* postize jedinstveni globalni minimum i pisemo

x* = argmin f(z).
z€la,b]

(ii) Svaka strogo monotono rastuca (padajuca) funkcija f : [a,b] — R je unimodalna.
(iii) Strogo konveksna funkcija je unimodalna.
(iv) Unimodalna funkcija ne mora biti neprekidna.

)

(v) Ako je f:[a,b] — R unimodalna funkcija i [a1, b;] C [a, ], onda je f/[ahbl] unimo-
dalna funkcija na [aq, by].

(vi) Ako je f: [a,b] — R unimodalna funkcija, x* = argmin f(x) i ako je a < x; < 25 <
z€[a,b]
b, onda vrijedi

f(a1) < f(@2) = 2" € [a, 7],
f(xl) > f(.’EQ) = z* c [xl,b].

Zadatak 5. Neka za funkciju f : [a,b] C R — R postoji x* = argmin f(x). PokaZite da je
z€(a,b]
tada funkcija f strogo kvazikonveksna na [a, b] onda i samo onda ako je strogo unimodalna.

3 Jednodimenzionalna minimizacija strogo kvaziko-
nveksnih funkcija

3.1 Metoda polovljenja

f € Q*[a,bl, a,b € R. Treba odrediti tocku z* € [a,b] s tocnoscu 6 > 0.

(a) f(z1) < f(22) (b) f(x1) > f(x2)

a X1 Xo b a X1 Xo b

Slika 5: Metoda polovljenja
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Iteracija 1: Definiram:

I %(a—kb) %(5,
Ty =3(a+b)+ 5, §>0;

Svojstva:

* € [ay, by,

bi—ay=3(b—a)+36<3(b—a)+6

7} = (a1 + by),

lz* — i <L —a1) = H(b—a)+ 30 < 55 (b—a)+4.

Iteracija 2: Definiram:

Svojstva:

x* € [ag, by,

by—as=3(b1—a1)+36 =350b—0a)+30<5(b—a)+,
23 = 1(as + by),

lz* — a3l < L(by—as) < 5(b—a)+ 30 < 5(b—a)+6

Iteracija k: Neka je poznat interval [ay_1,b,_1] koji sadrzava x* i neka je

1
bk_l — g1 < W(b — CL) + (5, k 2 2.

Definiram:
1
Top—1 = s(ap_1+bp_1) — 55,
Lo = %(ak_l +br_1) + %(5, 0> 0;

o lak—1, k], f(xon-1) < f(wor)
[ak,bk] = { [ > f

x2k—17bk—1]7 f($2k—1) (Izk) '

Svojstva:
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b, — ap = %(bk—l — ak_1) + g < zik(b — a) +

xy = %(ak + bg),

N[

2" — 2y < bk —ar) < A (b—a) + 3 < @5 (b—a) +6.

Metodu nazivamo Metoda polovijenja jer u svakom koraku interval dijelimo gotovo na
dvije polovine — ¢im je d manji time je dijeljenje intervala blize raspolavljanju. Najbolja
toc¢nost koja se moze postiéi je & > 0. Ova metoda moze se primijeniti i na proizvoljnu
neprekidnu funkciju, ali tada u opéem slucaju mozemo pronaci lokalni minimum ako

postoji.

Primjer 9. Metodu polovljenja ilustrirat cemo na primjeru minimizacije funkcije

f:-L2] =R, f(z) =14+ J(x—1)2

2 2 2 2
1 W l {\/ l W 1 W
‘ 05 1 15 ‘ 05 1 15 ‘ 05 1 15 ‘ 05 1 15

Slika 6: Metoda polovljenja

Primjer 10. Lokalni minimumi funkcije iz Primjera 5 postizu se u tockama

ot~ —3217, a5~ 0243,  xf~ 3.617,
f(xy) = 6.251, f(x3)~3.289, f(z})~ 0.618

3.2 Fibonaccijeva metoda

4 Metoda zlatnog reza

= 2’+2—-1=0

1—a =325 ~0.382

Slika 7: Zlatni rez
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V), ©)

Vol o, ™)

Ty =a+

x2:a+b—x1:a+

2
r1 < Ta,
b—a :b—ml _ b—a :$2_a:\/3_1%0,618_
b—xy x1—a T9—a b—uxy 2

Primijetite takoder da z; ¢ini zlatni rez na [a, z5]:

To — 1T —a
To— 21 <T1—a=0b—xy; = )
Ir1 —a To — X1

Metoda zlatnog reza

L. [ay,b1] = [a,b];

Definiram z;, x5 kao u (6-7);

flar) < flz2) = lag,bo] = [ar, 22]; 5 = m1,
f(l'l) > f(l'g) — [CLQ,bQ] = [Il, bl], Ty To;
bg—agzl‘g—al :bl—l’l = \/52_1<b—CL)

2. Simetri¢no s z3 kao u (7) izaberemo tocku z3 = as + by — 23, koja takoder ¢ini zlatni
rez intervala [as, bo).
Usporedujuéi f(x3) i f(x%) dobivamo novi interval [as, bs];
* V5-1 2
b3—a3:x3—a2:b2—x2:( 3 ) (b—CL)

Vise o metodi vidi u (Jarre and Stoer, 2004; Ortega and Rheinboldt, 1970).

Primjer 11. Metodu zlatnog reza ilustrirat cemo na primjeru minimizacije funkcije

f:[-L2] =R, f(z) =1+ J(x —1)2

-1.0-0500 05 10 15 20 -1.0-0500 05 10 15 20 -1.0-0500 05 10 15 20 -1.0-0500 05 10 15 20

Slika 8: Metoda zlatnog rez
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5 Metoda “slomljenih pravaca” za trazenje globalnog
minumuma

5.1 Lipschitz-neprekidne funkcije

U ovom odjeljuku razmatrat ¢emo jednu metodu trazenja globalnog minimuma realne
funkcije jedne varijable, koja na intervalu [a,b] zadovoljava Lipschitzov uvjet. Metoda
potjece od ruskog matematicara Pijavskog (Danilin, 1967; Pijavskij, 1972). Vidi takoder
(Vasilev, 1974).

Definicija 3. Kazemo da funkcija f : [a,b] — R Lipschitz-neprekidna (zadovoljava Lips-
chitzov uvjet) s konstantom L > 0 na [a, b] i piSemo f € Lip;[a,b] ako za svaki z,y € [a, D]
vrijedi

[f(x) = f(y) < Lz —yl. (8)

Primjer 12. Funkcija f: R — R, f(x) = |z| je Lipschitz-neprekidna s konstantom L = 1
na R jer je ||z] — |y|| < 1|z —y| 2a svaki x € R.

Za = # y Lipschitzov uvjet (8) mozemo zapisati u obliku

f(z) = fy)
T —y

—L <

<L Va,y€ab]

odakle se vidi da je relativna promjena (kvocijent diferencija) funkcije f ograni¢ena izmedu
—L i L. Ako zx fiksiramo, a y pustimo prema z, onda mozemo zakljuciti da ako postoji
derivacija funkcje f, ona je ogranicena izmedu —L i L.

Primjedba 3. Svaka Lipschitz-neprekidna funkcija je neprekidna funkcija. Ako je f €
C'la,b], onda je f € Lip,|a,b] (Lagrangeov teorem o srednjoj vrijednosti), ali obrat ne
vrijedi (vidi Primjer 13 i Primjer 15). Ako je f : [a,b] — R neprekidna funkcija, koja ima
po dijelovima neprekidnu derivaciju, onda primjenom Lagrangeovog teorema o srednjoj

vrijednosti dobivamo konstantu L = sup |f'(x)| (Primjer 15).
z€[a,b]

Primjedba 4. Definicija Lipschitz-neprekidne funkcije lako se moze prosiriti na funkciju
vise varijabli f: D — R™ D C R™. Takva funkcija je Lipschitz-neprekidna (zadovoljava
Lipschitzov uvjet) ako postoji konstanta L > 0 tako da za svaki z,y € [a, b] vrijedi

[f(x) = fy)] < Lljz =yl

gdje je || - || neka norma.

Primjer 13. Treba odrediti Lipschitzovu konstantu funkcije f:[-3,2] — R, f(z) =
23 — 6x + 2. Iz Slike 9 moZe se vidjeti da je L = | f(—3)| = 21.
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. 12
/ : \ 10
4 \
/ N \\ 8
/

JU\

‘ 05 10 15 20 25 30 05 10 15 20 25 30

Slika 10: Funkcija f(z) =14 2Y/(x 24+ 3/ (x 2iz e |f (o)

S~ 0O o N

Primjer 14. Treba odrediti Lipschitzovu konstantu funkcije f:[0,3] — R, f(z) = 1+
2\3/(1‘ —1)2+ 3\3/(:10 — 2)2. Njena derivacija

LA 2
Y N

nije definirana u tockama iz {1,2}, a Lipschitzova konstanta bila bi L = co.

Primjer 15. Treba odrediti Lipschitzovu konstantu funkcije f: [1,6] — R,

x4, 1<z<2
2, 2<z <3,
f(z) =2z — 4, 3 <z <4,
3r 416, 4<z<5,
x —4, 2<x <6,

ciji graf je prikazan na Slici 11. Ocigledno je L = 3.

4

3 k=2
k=-3

Slika 11: Koeficijenti smjera po dijelovima linearne funkcije f
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5.2 Metoda slomljenih pravaca

Pretpostavimo da je f : [a,b] — R Lipschitz-neprekidna funkcija. Tada prema (8) Vx,y €
[a, b] vrijedi
—Llz —y| < f(z) = f(y) < Lz —yl,
iz Cega slijedi
f(x)2f<y)_[”x_y’7 Va:,y,e [a7b]7 (9)
(vidi Sliku 12). Iz toga zakljucujemo da funkciju f u bilo kojoj tocki y € [a,b] mozemo
od dolje ograniciti funkcijom z — f(y) — L|x — y|.

Na osnovi toga (Pijavskij, 1972) je konstruirao sljedeéi algoritam. Pretpostavimo da
postoji u* € [a, b], na kome se postize globalni minimum funkcije f: [a, b] — R, tj. postoji
ut = arg[mi]n f(u). Za izabrani uy € [a,b] definiramo funkciju K : [a,b] — R,

u€la,b

K(ujug) = f(ug) — Llu —wp|, u € [a,b], (10)

koja ima sljedeca svojstva:

Slika 12: Lipschitz-donja ograda funkcije

u— K(u;ug) po dijelovima je linearna funkcija, (11)
K (uo, uo) = f(uo), (12)
K(u7 'LL()) < f(’LL), Vu € [CL, b]? (13)

Svojstvo (13) slijedi iz
(K (u;u0) — f(u) = fluo) — f(u) = Llu — ug| < |f(uo) — f(u)| — Lu — uo| < L|u — ug| — Lju — ug| = 0).

Algoritam 1. (“Slomljeni pravci”)

Korak 0: Izabrati uy € [a,b] i definirati K (u;ug) := f(ug) — L|u — uol;

Odrediti u; = argmin K (u; uo) (Ocigledno je u; = a ili uy; = b).
u€la,b)

Korak 1: Definirati K (u;uy) := f(uy) — Llu — uq|

Pi(u) := EI:l%L?fK(U; w;) = max{ K (u;uy), Po(u)}, Po(u):= K(u;up);

Odrediti us = argmin P; (u).
u€la,b)
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Korak 2:

Korak n:

Definirati K (u;us) := f(ug) — Llu — us| i
Py(u) = max K (u;u;) = max{ K (u;us), P(u)};

Odrediti usg - argmin P (u).
u€la,b)

Uz pretpostavku da su wg, uy, ..., un, K(ujug), K(u;uy),..., K(uu,) (n > 1)
poznati, definirati

P,(u) = max K(u;u;) = max {K(u;uy,), Ph_1(w)}, Po(u)=K(u;ug); (14)

i=0,...,n

Odrediti u,41 = argmin P, (u). (Ako se m[iri] P,(u) postize u vise tocaka, onda
u€la,b] u€|a,

za U,y biramo bilo koju od njih).

Vidi animaciju algoritma na stranici
http://www.mathos.unios.hr/~scitowsk/matprakt/index.html#materijali.html
Sljedeca lema daje svojstva nizova (u,) i (P,) iz Algoritmal i f € Lip; [a,b].

Lema 2. Neka je f € Liprla,b], (uy) niz realnih brojeva i (P,,) niz funkcija definiran kao u Algoritmu 1.
Tada vrijedi:

(i) P, je neprekidna po dijelovima linearna funkcija, ¢iji dijelovi leZe na pravcima s koeficijentima
smjera L ili (—L);

(i) Pn(u) < Ppi1(u), Yu € [a,b] i¥n=0,1,...;

J

(iii) Pn(u) < f(u), Yu € [a,b] iVn=0,1,...;
(v) P, € Lipy|a,b].

Dokaz. Tvrdnje (i) i (ii) su ocigledne. Tvrdnja (iii) slijedi induktivno na osnovi (13):

Po(u) = K(u;uo) < f(u),
Py(u) = max{K (u; u1), Po(u)} < max{f(u), f(u)} = f(u),

Po(u) = max{ K (u; un), Pr1(u)} < max{f(u), f(u)} = f(u).

Tvrdnja (i) slijedi iz (12), (14) [P, (u) > K (u; uy,), Yu € [a,b]] 1 (iii):

fui) = K(ui,ui) < Po(ug) < f(ug).

Tvrdnja (v) slijedi iz (i). O

Primjedba 5. Tvrdnje Leme 2 skraceno mozemo zapisati:

1. P, € Lip;la,b] je po dijelovima linearna funkcija, ¢iji dijelovi leze na pravcima s koeficijentima
smjera L ili (—L);

2. Py(u) < Pppi(u) < f(u), Vu € [a,b] iVn=0,1,...;
3. Po(u;) = f(u), Vi=0,1,...,n.

Teorem 1. Pretpostavimo:

(a) f € Lipg[a,b];


http://www.mathos.unios.hr/~scitowsk/matprakt/index.html#materijali.html
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(b) Postoji u* € argmin f(u);
u€la,b]

(b) Niz realnih brojeva (uy,) i niz funkcija (P,) definiran je kao u Algoritmu 1.
Tada vrijedi:

(i) Jim Pu(uns) = inf f(u) = f(u) =

(i) Ako je i proizvoljno gomiliste niza (uy), onda je @ € argmin f(u).;
uw€[a,b]
(i) Ako je u* = argmin f(u) (jednoclan), onda cijeli niz (u,) konvergira prema u*.
u€la,b]

Dokaz. Dokazimo najprije da je niz (P, (up41)) monotono rastué

P,_1(up) = min P,_1(u) po definiciji

u€[a,b]
< Pu_1(tnt1) po definiciji
< Po(un+1) prema Lemi 2(ii)

i ogranic¢en odozgo:

P, (upt1) = m[inb] P, (u) po definiciji
ue|a,

< P, (u*) po definiciji — ovo je nepotrebno!
< f(ur) = f* prem Lemi 2(iii)

Dakle, postoji li_>m P, (up41) =: P*, a prema Lemi 2(iii) i zbog neprekidnost funkcija P, i f vrijedi
P* < f*. (15)
Pokazimo da je P* = f*. U tu svrhu najprije pokazimo da vrijedi nejednakost
0 < f(u;) — Po(tny1) < Llu; —tupt1], YneNiVi=0,...,n. (16)

Kako je P, (unt1) = m[inb] P, (u) < P,(u;), za proizvoljni n € N i proizvoljni ¢ (0 < i < n) vrijedi
ue|a,

Py (unt1) < Po(u;) < fu;)  (Lema 2(iii)),
iz Cega slijedi
0< f(ul) - Pn(unJrl)
= P,(u;) — Pp(un+1) prema Lemi 2(iv)
< Llu; — tn41] prema Lemi 2(v)

Kako je niz (u,) C [a, b] ogranicen, postoji barem jedno gomili§te @ i podniz (u,, ), koji konvergira
prema tom gomiliStu, pri ¢emu mozemo pretpostaviti da je ng <ng < --- < ng < ---.
Primijetite da zbog ni_1 < ni vrijedi ng_1 < ni — 1. Zato iz nejednakosti (16) za n := nj — 1 i
1 := nj_1 dobivamo
0< f(unk—l) - Pnk—l(unk) < L|unk—1 - unk|’

odakle zbog neprekidnosti funkcije f za k — oo dobivamo
0< f(8) ~ lim Pyya(un) SO = f(i) = P".
Kako je f* < f(4) iz prethodne jednakosti i nejednakosti (15) dobivamo
fr<p@) =pPr<fr,
tj. P* = nh_)rrgo P, (unt1) = f* = f(@). Time su tvrdnje (i) i (ii) dokazane.
Tvrdnja (iii) slijedi iz prve dvije. O
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Primjedba 6. Najpoznatije varijante metode slomljenih pravaca su Metoda Pijavskog (Danilin, 1967;
Pijavskij, 1972), Shubertova metoda (Shubert, 1972), koje se nazalost ne mogu direktno generalizirati na
vise dimenzija i Algoritam DIRECT (Jones, 1993; Kvasov, 2011), koji je konstruiran u svrhu generalizacije
na vise dimenzija (Finkel and Kelley, 2004, 2006; Vanderbei, 1999). Metoda slomljenih pravaca ima niz
prednosti:

1. Minimizirajuca funkcija f moze imati proizvoljno stacionarnih tocaka i lokalnih minimuma, ne
mora biti derivabilna u svim tockama intervala [a, b], ve¢ samo mora ispunjavati Lipschitzov uvjet
(8);

2. Za prizvoljni ug € [a, b] metoda konvergira prema globalnom minimumu, a za njenu implementaciju
potrebno je “samo” poznavati Lipschitzovu konstantu L;

3. U svakom koraku metode treba rijesiti minimizacijski problem za po dijelovima linearnu funkciju
P, sto se svodi na ispitivanje njenih poznatih vrhova. Pri tome P, se od P,,_; moze razlikovati
za najvise dva nova vrha;

4. Moze se pokazati (Vasilev, 1974) da je metoda slomljenih pravaca bliska optimalnoj strategiji
trazenja globalnog minimuma Lipschitzove funkcije.

5. Metodu mozemo modificirati tako da na pocetku izaberemo n+ 1 ekvidistantnih ¢vorova a = ug <
uy < -+ < up = b u kojima definiramo:

P,(u) = max K(u;u;)
i=0,1,...,n
Up4+1 = argmin P, (u) (pretrazivanje n + 1 ¢vorova)

u€la,b]
Dalje procedura moze teéi kao u Algoritmu 1;

6. Metoda se moze poopéiti za slucaj funkcija koje imaju konac¢no prekida prve vrste i koje su defi-
nirane na nepovezanom podruc¢ju (Strongin and Vasiljev, 1984),

i nedostataka:

1. Odredivanje Lipschitzove konstante L moZe biti sloZeno. O jednoj metodi mozZe se vidjeti u (Wood
and Zhang, 1996);

2. Niska brzina konvergencije. Cim je L veéi, brzina je niza — u grani¢nom slucaju kada L — oo
algoritam degenerira u izracunavanje vrijednosti funkcije na diskretnom skupu;

3. Kako definirati kriterij zaustavljanja ?

4. Racunska kompleksnost u vise dimenzija.

Primjer 16. Metodu slomljenih pravaca ilustrirat cemo na trazZenju globalnog minimuma funkcije iz
Primjera 15. Iterativni proces moZe se pratiti na Slici 13 i u niZe navedenoj tablici.

% 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
Uj 1.5 6 383 247 519 493 546 207 288 479 506 528 564 502 511 5.007
flu;) 25 2 367 2. 1.19 122 1.46 2. 2. 1.64 1.06 128 164 1.02 1.11 1.007
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Slika 13: Metoda slomljenih pravaca

5.3 Shubertova metoda

Pretpostavimo da je f: [a,b] — R Lipschitzova funkcija. Ako u nejednakost (8) umjesto y stavimo a,
onda je z —a > 0 i vrijedi
[f(z) = fla)] < L(z —a), V€ la,b],

odnosno
—L(z —a) < f(z) — f(a) < L(z —a), Vz € la,b,

odakle dobivamo
f(x) = f(a) = L(z — a). (17)
Dakle, funkcija x — f(a) — L(z — a) je jedna donju ograda funkcije f.

T a)— Lz —a
~ o) ( ) x+— f(b)+ L(x —b)

(U, B)

Slika 14: Donja ograda funkcija f na intervalu [a, b]

Sli¢no, ako za y stavimo b, onda je z — b < 0 i vrijedi
[f(z) = f(b)] < —L(z = b), V€ la,b],
odnosno
Lz =b) < f(z) = f(a) < —L(xz —=b), Vze€lab],
odakle dobivamo
f(z) = f(b) + L(z — b). (18)

Dakle, funkcija x — f(b) + L(z — b) takoder je jedna donju ograda funkcije f.
Funkcija
z — max{f(a) — L(z — a), f(b) + L(z — b)}, (19)
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takoder je donja ograda funkcije f (vidi Sliku 14), koja postiZe svoj globalni minimum B(a,b, f,L) u
tocki U(a, b, f, L), gdje je

U(a7b7f7L):% )
B(a,b, f.L) = 5(f(a) + f

a njezin graf je slomljeni pravac.
Primijetimo da je i  — B(a,b, f, L) takoder donja ograda funkcije f na intervalu [a,b]. Naime,
zbrajanjem (17) i (18) dobivamo

f@) = 5(f(a) + f()) = §(b—a) = B(a,b, f, L).
Algoritam 2. (Shubertova metoda, (Shubert, 1972))
Korak 1: Odrediti pravce x — f(a)—L(z—a) iz — f(b)+L(x—b) itocku njihovog sjecista (U(a, b, f, L), B(a, b, f, L))

5z (f(a) = f(D)), (20)
f(0)) = 5(b=a), (21)

Korak 2: Staviti u; = U(a,b, f, L). Od dva intervala [a, u1], [u1, b] izabrati onaj s manjom B-vrijednosti.

Korak 3: Ako je [a,uq] izabrani interval, staviti us = U(a,us, f, L).
Od tri intervala: [a,us], [ug,u1], [u1,b] izabrati onaj s najmanjom B-vrijednosti i na njemu
ponoviti proceduru.

1 2
us3 u3

a Us b

Slika 15: Veza Shubertove metode i Metode slomljenih pravaca

Vidi animaciju algoritma na stranici
http://www.mathos.unios.hr/~scitowsk/matprakt/index.html#materijali.html

Primjedba 7. Primijetite da je Shubertova metoda zapravo specijalni slucaj Algoritma 1 ako za pocetnu
aproksimaciju izaberemo jedan od rubova intervala [a,b]. Neka je primjerice, u_; = a. Tada je prema
Metodi slomljenih pravaca
ug = argmin{ f(a) — L|u — a|} = b,
Py(u) = max{f(a) — L|u —al, f(b) — Llu —bl},
uy = argmin P; (u).
Nakon toga definiramo
Py (u) = max{P;(u), f(u1) — Llu — u1l},
ug = argmin Ps(u),
koji se postize u jednoj od dviju vrijednosti u} ili u3, za koju je vrijednost funkcije f manja. (vidi

Sliku 15). Ocigledno se odluka moze donijeti poznavanjem B-vrijednosti funkcije f na intervalima [a, u1]
i [ug,b]. Ovaj kriterij podudara se s kriterijem navedenim u Koraku 2 Shubertovog algoritma.

Primjedba 8. Nazalost, ni metoda slomljenih paravaca, a onda ni Shubertova metoda ne moze se genera-
lizirati na visu dimenziju.

Zadatak 6. Napisite Mathematica-modul za Shubertovu metodu i testirajte ga na problemu iz Pri-
mjera 15.


http://www.mathos.unios.hr/~scitowsk/matprakt/index.html#materijali.html
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5.4 DIRECT optimizacijski algoritam

Pretpostavimo da je f: [a,b] — R Lipschitz-neprekidna funkcija. Prema (Jones, 1993) Shubertovu me-
todu modificirat éemo tako da je generalizacija na viSedimenzionalni sluc¢aj moguca. Naziv te metode je
DIRECT, Sto dolazi od: DI(viding)RECT (angles), a aludira na odgovarajuéi algoritam u vise dimenzija (vidi

t.6).
Ako u (8) za y stavimo ¢ = %% onda za z > ¢, odnosno = — ¢ > 0 dobivamo

—L(z —¢) < f(z) — f(c) < L(z — ),
odnosno
f@) =z fle)= Lz —¢), z=c (22)
c)

iz cega zakljuéujemo da je funkcija x — f(c) — L(x — ¢) jedna donja ograda funkcije f na intervalu [c, b]

(vidi Sliku 16).
Sli¢no, za = < ¢, odnosno x — ¢ < 0 dobivamo

Lz —¢) < f(z) = f¢) < —L(z - ¢),

odnosno

f(x)> fle)+ L(x—¢), x<eg, (23)

iz ¢ega zaklju¢ujemo da je funkcija z — f(c) + L(z — ¢) jedna donja ograda funkcije f na intervalu [a, ]

(vidi Sliku 16). Dakle, funkcija
N fle)+ L(z—¢), z<c (24)
f(C)—L(LI}—C), r=c

je donja ograda funkcije f na ¢itavom intervalu [a, b] (vidi Sliku 16), koja postiZe svoj globalni minimum
B(c) u lijevom i desnom rubu intervala [a, b]

B(c) = f(c) — L. (25)

Slika 16: Donja ograda funkcija f na intervalu [a, b]

Primjedba 9. Primijetite da uz poznavanje Lipshitzove konstante donja ograda B funkcije f ovisi samo
o vrijednosti funkcije f u centru intervala [a, b] i $irini intervala. Ovo ée biti vazno prilikom konstrukcije
optimizacijskog algoritma, ali posebno i kod generalizacije na visedimenzionalni slucaj.

Primjedba 10. Primijetite da je donja ograda (24) funkcije f specijalni slu¢aj funkcije (10) kod metode
slomljenih pravaca (Pijavskij, 1972), gdje je up = c.

Algoritam 3. (DIRECT algoritam, (Jones, 1993))
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Korak 1: Interval [a,b] podijeliti na n = 3 podintervala [aq, b1], [az, bs], [as, bs], jednake duljine d = b*T“ s
centrima u tockama
c1 :a—i—% c2 :a—i—S%, 03:a—|—5g;

Prema (25) izracunati B-vrijednosti
B(Ci):f(ci)_Lbigaiv izla"'an;

Odrediti 49, tako da bude f(c;,) = ;r?in f(ei) 1 staviti min = {c;y, f(ci) };

[RRRE}

Korak 2: Odrediti j € {1,...,n} tako da bude B(¢;) = min B(¢);

i=1,...,n
Korak 3: Interval s centrom u c¢; podijeliti na 3 podintervala jednake duljine %;
Na taj nacin umjesto intervala duljine d s centrom u ¢; dobivamo tri nova podintervala duljine
d . d d.
3 s centrima u ¢; — 3, ¢j, ¢ + 33
Korigirati min s vrijednosti funkcije u dva nova centra ¢; — 4, ¢; + 4;
Izracunati B-vrijednosti za tri nova podintervala. Primijetite da je za to potrebno poznavati samo
centre i Sirine podintervala!;
Staviti n = n + 2 i prijeéi na Korak 2;

Vidi animaciju algoritma na stranici
http://www.mathos.unios.hr/~scitowsk/matprakt/index.html#materijali.html

Primjedba 11. Prema Teoremu 1 proizvoljno gomiliSte niza (¢,,) je tocka u kojoj funkcija f postize svoj
globalni minimum.

Iterativni postupak moze se ubrzati koristeéi ¢injenicu da se u svakom koraku od postojeéeg niza
podintervala ispusta jedan i dodaju tri nova podintervala:

e U Koraku 1 i Koraku 3 intervale sortirati u opadajuéem poretku prema njihovim B-vrijednostima.

e Tri nova podintervala dodati postoje¢em nizu tako da novi niz podintervala bude sortirati u opa-
dajuéem poretku prema njihovim B-vrijednostima. U Koraku 2 tada je j = n.

Primjer 17. Primjenom DIRECT optimizacijskog algoritma odredit éemo globalni minimum funkcije
f:[1,6] = R zadane u Primjeru 15. Na Slici 17 prikazan je niz aproksimacija (c,) globalnog mini-
muma, koji se postize u tocki x* = 5.

Slika 17: Niz aproksimacija (¢,) globalnog minimuma funkcije iz Primjera 15

5.4.1 Optimizacija DIRECT algoritma

Ako bi u svakom koraku izmedu svih podintervala trazili onaj s najmanjom B-vrijednosti, to bi znacajno
usporilo algoritam. Zbog toga ¢emo pokusati koliko god je to moguce suziti broj “potencijalno optimalnih
intervala”.


http://www.mathos.unios.hr/~scitowsk/matprakt/index.html#materijali.html
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Primijetimo jo$ jednom vaznu ¢injenicu da smo podintervale [aq,b1], ..., [an, by] u algoritmu DIRECT
reprezentirali smo njihovim centrima ¢;, ¢ = 1,...,n i polusirinama intervala d; = b%" Zato ¢emo

svakom intervalu [a;, b;] s centrom ¢; pridruziti tocku

T, = <bi2ai,f(ci)>.

Donja ograda (B-vrijednost)
bi —a;
Blei) = f(ei) = L=
intervala [a;, b;] mozZe se interpretirati kao odsjecak na ordinati linearne funkcije I; ¢iji graf prolazi tockom
T; i ima koeficijent smjera L

bi —a;
L(t) = Lt + (f(ci)—L 2a>. (26)
Svaki grafikon na Slici 18 prikazuje tocke T;, i = 1,...,n dobivene u nekoj iteraciji algoritma DIRECT i
pravac [; kroz tocku Tj i koeficijentom smjera L, pri ¢emu je j izabran tako da bude B(c;) = ._rilin B(c;)

yeeey

(interval s najmanjom B-vrijednosti — najmanjim odsjeckom na ordinati). U prvoj iteraciji pojavljuje se
n = 3 tocke, u drugoj n = 5 tocaka, u tre¢oj n = 7 tocaka itd. Pri tome neke tocke se podudaraju.

41 4 4r
min = {5.16667,1.16667} min = {5.16667,1.16667} min = {5.16667,1.16667}
3 . 3 .
2 ° 2 °
i .
. d/6 . d/2 . d/6 . d/2
min = {4.98148,1.05556} min = {5.04321,1.04321}
3f 3l .
2f H 2 .
S ——
it ////L///// 1;/;//*//
d/18 d/6 d/2 d/18 d/6 d/54 d/18 d/6
41 4 4r
min = {5.04321, 1.04321} min = {5.04321,1.04321} min = {5.02263, 1.02263}
3+ . 3r . k13 .
2 . : 2} . L 2 . HE
. - . - . o
s H — . —
il e — L e b—
d a d da d d d d d
54 18 6 54 18 6 54 18 6

Slika 18: Vrijednosti funkcije u ovisnosti o udaljenosti centra do ruba podintervala

Ve¢ na drugom grafikonu Slike 18 vidi se da je bilo moguée izabrati “bolji pravac” — donju ogradu
toCaka Tj, i = 1,...,n izborom nove tocke T} i manjeg koeficijenta smjera 0 < L<L.

Geometrijski, interval [a;, b;] bit ¢e potencijalno optimalan ako birajuéi L>o, mogu pronadéi pravac
kroz tocku T} koji je ujedno donja ograda za sve druge tocke T3, 7 = 1,...,n. Znat ¢u da je taj pravac
donja ograda ako je njegov odsjecak na ordinati manji od odgovarajué¢ih odsjecaka za druge tocke T;.
Ako pri tome sve tocke jednake apscise sortiram prema veli¢ini ordinate, onda potencijalno optimalne
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intervale treba trazite izmedu tocaka najmanje ordinate (vidi Sliku ??). Od svih tih “donjih” todaka
treba izabrati one kroz koje prolazi pravac iznad kojeg se nalaze sve ostale tocke.

Opdenito, to zna¢i da medu intervalima [a;,b;], i = 1,...,n s centrima ¢;, i = 1,...,n treba izabrati
potencijalno optimalan interval [a;,b;] s centrom ¢; sukladno sljedecoj definiciji.

Definicija 4. Interval [a;,b;] s centrom ¢; je potencijalno optimalan ako postoji L >0, tako da bude

f(cj)if’bj_Taij(cl)ff’bZ;aZ, V’L:].,,TL, (27)

Izborom razli¢itih vrijednosti konstante L>0u svakoj iteraciji moze postojati vise potencijalno
optimalnih intervala.

Jedan razlog za trazenje manje vrijednosti za Lipschitzovu konstantu lezi u ¢injenici sto se za veliku
vrijednost Lipschitzove konstante, postupak moze nepotrebno produljiti.

Ipak, pravi razlog za uvodenje konstante (stope rasta) L lezi u ¢injenici da je Cesto puta tesko
odrediti Lipschitzovu konstantu (Wood and Zhang, 1996). Umjesto toga, za razne vrijednosti od L
trebalo provjeravati uvjet (27) i traziti potencijalno optimalne intervale. Na sre¢u, ¢ak ni to neée biti
potrebno. Kao sto se vidi na Slici 18, a joS jasnije na Slici 7?7 potencijalno optimalni intervali odgovaraju
to¢kama T; na vrhovima donjeg ruba konveksne ljuske conv{Ty,...,T,}. Za promatrani primjer u prvoj
i drugoj iteraciji (drugi i treéi grafikon na Slici 18) dobivamo samo dva potencijalno optimalna intervala

4 i 4y a u petoj iteraciji (Sesti grafikon na Slici 18) dobivamo

(odgovaraju najnizim tockama za apscice § i § n na Slic

tri potencijalno optimalna intervala (odgovaraju najnizim tockama s apscisama g, 15 i £7).

-
L4 e
-
-
-
-
L4 -
° . -
-
° -
-
-
-
. -
4 e
e o -

Slika 19: Vece zelene tocke odgovaraju potencijalno optimalnim intervalima

Skup potencijalno optimalnih to¢aka dobiven sukladno Definiciji 4 moze se jos vise suziti tako da ne
razmatramo podintervale cije se B-vrijednosti ne bitno ne razlikuju od trenutno minimalne vrijednosti
funkcije finin. U tom smislu prosirit ¢emo Definiciju 4.

Definicija 5. Interval [a;,b;] s centrom ¢; je potencijalno optimalan ako zadovoljava Definiciju 4 i ako

postoji € > 0, tako da bude
b —as
f(cj)_L E 9 ! gfmin_e‘fminL (28)
gdje je fomin =min{f(¢;): i =1,...,n}.

Uvjet (28) jos vise suzava broj potencijalno optimalnih intervala. Najprije primijetite da iz definicije
B-vrijednosti slijedi B(c;,d;) = f(c;) — ﬁb”_Ta’ < fmin. Uvjet (28) garantira da se medu potencijalno
optimalnim intervalima neée pojaviti interval ¢ija B-vrijednost (B(cj,d;) = f(c¢j) — f/bJ_T(”) nije manja
od trenutnog minimuma funkcije f,;, barem za ¢ > 0. Na Slici 21 prikazan je interval s centrom u
tocki ¢, ¢ija B-vrijednost se podudara s trenutnim minimumom funkcije f,,;,. Takav interval ne spada
u potencijalno optimalne. Geometrijsko objasnjenje uvjeta (28) moze se takoder vidjeti na Fig 2.2 kod
(Finkel and Kelley, 2004).

Potencijalno optimalni intervali na Slici 19 prikazani su zelenim tockicama. Nasuprot tome, interval,
koji je ma Slici 20 pretstavljen crvenom tockicom, zbog uvjeta (28) neée biti svrstan u potencijalno
optimalne zato sto se njegova B-vrijednost gotovo ne razlikuje od trenutno minimalne vrijednosti funkcije

fmin~
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Slika 21: Interval koji nije potencijalno optimalan

5.4.2 TrazZenje potencijalno optimalnih intervala

Geometrijski gledano, tocka na Slici 19 predstavljat ¢e potencijalno optimalan interval u smislu Definicije 4
onda ako se kroz nju moze provuéi pravac s nekim koeficijentom smjera L> 0, iznad kojeg (ili na kojem)
se nalaze sve druge tocke. To znadi da je njegov odsjecak na ordinati (tj. njegova B-vrijednost) manji od
B-vrijednosti svih drugih tocaka.

U nastavku ¢emo operacionalizirati opisani princip. Oznaéimo I = {1,...,n}, d; = bfg‘“ Primije-
timo najprije da za izabrani j € I (a time i izabrani d;) na Slici 19 moze se pojaviti samo jedna tocka,
a moze se pojaviti i viSe njih. Sve tocke s apscisama d; reprezentiraju sve intervale Sirine 2d;. Oznacimo
nadalje:

o Iy ={iel:d; <d;} - indeksi tocaka koje se na grafikonu (19) nalaze lijevo od tocaka s apscisom

dj;
o Iy ={ieI:d;>d;} - indeksi tocaka koje se na grafikonu (19) nalaze desno od toc¢aka s apscisom
d;;
o I3={iel:d; =d;} — indeksi tocaka s apscisom d;.
Primjerice, ako je j indeks tocke 7} sa Slike 19 koja ima apscisu 4 (d = 25%), imamo: || = 11, || =0,

|Is| = 1. Ako je j indeks tocke T; koja ima apscisu %, imamo: |I1| =7, |Iz] = 1, |I3] = 4. Ako je j indeks
tocke T} koja ima apscisu 2%, imamo: |I,| =0, |I| =9, |I3] = 3. Formula (27) znaéi da je za dani L > 0
koeficijent smjera pravca (26), koji prolazi tockom T; manji ili jednak od koeficijenata smjera pravaca
koji prolaze drugim tockama T3, 7 € I.
Ako (27) zapisemo kao .
fles) = flei) < L(dj — dy), Viel, (29)
onda za sve ¢ € I3 uvjeti (27) jednostavno znace da tocka T); mora biti najniza izmedu svih tocaka apscise
dj7 tJ
f(Cj) < f(Ci)7 Vi € I3. (30)
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Za i€ I, (d;j —d; > 0) uvjete (27), odnosno (29) mozemo zapisati

flej) = flei) flei) = fle) _ ¢ .

—_— < —t <L 1. 1
dj—di _rzlg}i( dj—di <L, Vieh (3 )

Za i€ Iy (d;j — d; < 0) uvjete (27), odnosno (29) mozemo zapisati

- fley) = fle) < fleg) — fle)
€1 dj —d; - dj —d; ’

Vi € Is. (32)

Zato uvjete (27), odnosno (29) moZemo pisati

flej) < fle), if i € I (33)

e G < Ee g T th#0ad a0 (34
Ilré{'}i{ W < IA/, if Il 75 @ and IQ = @ (35)
L< min f(ccjij) :i;(cl), if I; = 0 and I, # 0. (36)

Primijetite da je slucaj I; = Iy = () ne treba posebno promatrati jer je ukljucen u (33).
Uvjet (35) zna¢i da mora postojati L > 0, tako da je maxw <L, a prakti¢cno se moze

i€l 7T
flej)—f(ei)
—d

J

< +00.

i

provjeriti tako da ispitamo je li max
el

Uvjet (36) zna¢i da mora postojati L > 0, tako da je L < Ilreujn %, a prakti¢no se moze
2
provjeriti tako da ispitamo je li min % > 0!
i€ls R
Dakle, na taj naéin uvjete (27), odnosno (29), zapisali smo bez koriStenja kostante Lm
Proanalizirajmo jos prosirenje pojma potencijalno optimalnog intervala sukladno Definiciji 5, koji
suzava skup potencijalno optimalnih intervala. Ako je fin 7 01 I # 0, iz (28) koriste¢i (36) dobivamo

Jmin — [(cj)  » d; Jmin — f(cj) d; minf(cj)—f(ci)
Tl T Tl =T el el R T g

a ako je fomin 201 [ =0, iz (28) i L < L dobivamo

€ < fmln_f(cj)+f/ dj < fmin_f(cj)+ dj L.
Ako je frmin =01 Iz # 0, iz (28) koristeéi (36) dobivamo
> flej) = f(ei)
e 2 i <y P
a ako je foin =01 I =0, iz (28) i L < L dobivamo
f(Cj) S [Azdj S Ldj.
Zato uvjet (28) mozemo zapisati
min — j d; .
ex et ROy B it fi 0 (37)
ili
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gdje je
o flei)=fle)
min SRl i Ty £ (),
K= dj—ds (39)
L, if Io = 0.
Dakle, na taj nacin i uvjete (28) zapisali smo bez koristenja kostante Lm

Na taj naéin moZemo napisate uvjete ekvivalente uvjetima (27)—(28) bez koriStenja kostante
L.

Lema 3. (Gablonsky, 2001) — korigirana
Neka je L > 0 Lipschitzova konstanta funkcije f: [a,b] — R, € > 0, I = {1,...,n}, fmin = mi}l f(e).
1€

Interval s oznakom j € I je potencijalno optimalan u smislu Definicije 4 ako

(1) fle) < fe), ifi €13 (40)
(i7) rzréz}icw S?GHIEW’ if I #0 and Iy # 0 (41)
(i74) max W < 400, ifIL 0 and I = 0 (42)
() min W >0, i1 =0 and I, £ 0 (43)
fmin_f(cj) dj K . ‘ 44

ili
(UZ) f(cj) < dea Zf fmin = O; (45)

gdje je
K= {?elizﬂl Ngmah dRA0 (46)
L7 Zf IQ - (D

Programsku konstrukciju uvjeta (i)-(vi) isprogramirao sam ovako:
false = 0;
DolTf[fle;] > fled, false = 1, {i, T3}];
If[false =0, Print["(i) je isp." |;
Ifl(Ii #0and Ir # 0 and KL < KD) or (I; # 0 and I, = ) and KL < +00) or (I; =0 and I # () and KD > 0),
Print["(ii-iv) je isp." |;
|fmin ‘ |fmin |

IflIflI; =0,K = L,K = KDJ;(fmin =0 and fle;] < Kd;) or (fmin # 0 and € < K),

Print["(v-vi) je isp." ]; S=Append[S,j],
Print["(v-vi) nije isp." ]

], Print["(ii-iv) nije isp." ]
], Print["(i) nije isp." ]

I, {7, n}]

N f(C‘)—f(Ci) . f(C‘)—f(Cz‘)
KL =max =0 =" KD =min ==
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Primjer 18. Na Slici 22 prikazan je iterativni postupak DIRECT s biranjem potencijalno optimalnih
intervala u smislu Definicije 4.

Slika 22: Primjena algoritma DIRECT s izborom potencijalno optimalnih intervala

Primjedba 12. Ako se u algoritmu primijeni paralelno programiranje, onda se moze postaviti pitanje je
li traZenje podintervala s najmanjom B-vrijednosti efikasnije (brze) izdvajanjem potencijalno optimalnih
intervala sukladno Definiciji 4 ili Definiciji 5 ili je efikasnije (brze) jednostavno ispitivati sve “donje” tocke
u klasterima tocaka jednake apscise?

Primjedba 13. Mozemo promatrati funkciju
®(X) = med(y; — A)?, (47)

koja se pojavljuje kod Least Median of Squares. Vjerojatno bi u ovom sluc¢aju DIRECT slabo funkcionirao

jer je Lipschitzova konstanta ove funkcije vrlo velika. Mislim da ovo mozemo razmatrati kao problem

optimizacije funkcije sa skokovima prve vrste: postoje . lim f(t)i . lim+ f(#), ali su medusobno razliiti.
—x0— —x0

U (Strongin and Vasiljev, 1984) opisan je postupak koji rjesava ovakvu situaciju za jednu drugu metodu,
ali se spominje da bi se na sli¢an nac¢in moglo pristupiti i metodi slomljenih pravaca (Pijavskij, 1972).

5.4.3 Diskretni DIRECT

Neka je f: U — R, Lipschitzova funkcija s konstantom L > 0 zadana na diskretnom skupu U =
{u; € R: ug < -+ < up}. Treba odrediti
argmin f. (48)
U
Neka je [a,b] = {u; € U: a < u; < b} neki “interval” na U.

o Ako je (a,b) = {u; € U: a < u; < b} prazan ili jednoélan skup, cijeli “interval” [a,b] zamijenim
samo jednom toc¢kom (nazovimo je s ¢) u kojoj se postize najmanja vrijednost funkcije f na
“intervalu” [a, bl;

e Ako (a,b) ima viSe od jednog ¢lana, onda odredim

€| Med u; U 49
¢ (a<u€z<bu ) ﬂ ( )
Sliéno kao kao kod DIRECT metode (Jones, 1993), dobivamo

fl@) = fle) + Lz —¢), z<c, (50)
> fle)—Lx—¢), z>c (51)
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Graf funkcije f nalazi se iznad slomljene linearne funkcije ¢ija je najmanja vrijednost na “intervalu”
[a,b] zadana s (vidi Sliku 23)

B(a,b) = min{f(c) + L(a —¢), f(c) — L(b—¢)}. (52)

Slika 23: Donja ograda funkcija f na intervalu [a, b]

Dalje poduzmemo strategiju kao kod (Pijavskij, 1972) ili (Shubert, 1972) ili (Jones, 1993), a dokaz
konvergencije imamo kao kod (Vasilev, 1974).
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6 DIRECT algoritam za globalnu optimizaciju funkcija
viSe varijabli

Primjer 19. Promatramo Branin funkciju, koja se razmatra kao test primjer u (Jones, 1993) g: [—5, 10]x
0,15] = R

51 , 5 2 1
g(x1,20) =20 — —Sax7+—21—6) +10(1— — |coszy + 10
472 T 8
Ova funkcija postize globalni minimum Gmin = 0.398 u tri razlicite tocke. Jedna od njih je xj =
(3.14159,2.275).
ORIGINAL TRANSFORMAT
14F i
12} 1 osf
10+
0.6
8,
6 0.4
4,
0.2
o
A T ST R ‘ ‘ ‘ ‘ ]
-4 -2 0 2 4 6 8 10 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Slika 24: ContourPlot of the Branin function

Za optimizaciju algoritmom DIRECT najprije treba odrediti preslikavanje koje pravokutnik [—5, 10] x
[0, 15] prevodi u [0, 1] x [0, 1]. Opéenito, preslikavanje koje pravokutnik [a, b] % [¢, d] prslikava u [0, 1] x [0, 1]
zadano je s T'(xz) = A(x — u), gdje je

Na taj nadin umjesto optimizacije funkcije g: [a,b] x [¢,d] — R provodimo optimizaciju funkcije f =
goT71:]0,1] x [0,1] — R, gdje je T~ (z) = Az + u.

Postupak pocinje dijeljenjem kvadrata [0,1] x [0,1] s centrom u toéki ¢ = (%, %) na nacin opisan na
Slici 25.a ako je

wy = min{ f(c — dey), f(c+ de1)} < min{f(c— dea), f(c+ dea)} =: wa, (53)
odnosno na nacin opisan na Slici 25.b ako je
w1 > Wa, (54)
Tako dobivamo skup od n = 5 pravokutnika P = {Py,..., P,} s centrima

a=(d)a=G-0d =G+l a=(Gi-0.a=(i1).  6)

1

gdje je § = 5. Takoder, svakom pravokutniku pridruzujemo duljine njegovih stranica u slucaju (53)

(Slika 25.a)

h = (8,8), K = (6,1), ¥ = (6,1), kY = (8,8), h®) = (8,9), (56)
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(a) wy < we (b) wy > wy

Slika 25: Dijeljenje kvadrata [0, 1] x [0, 1]

odnosno duljine njegovih stranica u slucaju (54) (Slika 25.b)
Y = (5,8), h? = (4,6), h® = (5,6), h™® = (1,6), h® = (1,0). (57)
Kao mjeru velicine pravokutnika uzimamo
d; = max{h\" n{}, i=1,... n (58)
Tako u slucaju (53) (Slika 25.a) imamo
dy =6, do=1, d3=1, dy=9, ds=04,
a u slucaju (54) (Slika 25.b) imamo

di =0, do=1, d3=96, dy=1 ds=1

Primjedba 14. Primijetite da je svaki pravokutnik P; odreden svojim centrom c; i mjerom njegove veli-
¢ine d;. Takoder vazno je primijetiti da smo za mjeru veli¢ine pravokutnika mogli uzeti i nesto drugo
(primjerice, poluduljinu maksimalne stranice ili udaljenost centra do vrha) — to nam dozvoljavaju zapisi
uvjeta (ii), (iii) u Lemi 4! To ¢ée biti vazno kod trokuta.

Kao pocetnu tocku globalnog minimuma uzimamo

i=1,...,n
Nadalje, primjenom Leme 4 pronademo skup potencijalno optimalnih pravokutnika
S={P,,...} CP

Skup potencijalno optimalnih pravokutnika S sadrzi kvadrate ili paralelepipede. Ovisno tome provest
¢emo njihovo dijeljenje na sljedeéi nacin:

Slika 26: Dijeljenje pravokutnika
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« Ako je potencijalno optimalni pravokutnik P,(c,,d,), kvadrat (hg” ) = hg” )), dijelimo ga dalje

prema (53) (Slika 25.a) ili prema (54) (Slika 25.b) ovisno o njegovim brojevima w;, we definiranim
kao u (53). Primijetite da na taj nacin umjesto kvadrata P, (c,, d,,) dobivamo manji kvadrat s istim

centrom P, (cy, %“) i 4 nova pravokutnika. Dakle, ukupni broj pravokutnika postaje n :=n + 4;

Ako je potencijalno optimalni pravokutnik P,(c,,d,), pravokutnik (hg” ) = hg“ )), dijelimo ga
dalje na tri jednaka dijela kao na Slici 26. Primijetite da na taj nac¢in umjesto pravokutnika
P,(cu,d,) dobivamo manji kvadrat s istim centrom P, (c,, %“) i 2 nova kvadrata. Dakle, ukupni
broj pravokutnika postaje n :=n + 2;

Primjer 20. Za funkciju iz Primjera 19 Nakon 6 iteracija (41 centar) dobivamo
2 = (0.541152,0.154321) ¢ fpnin = 0.40.

14

12

.
N s o o
T T T T

L L L n L L L
-4 -2 2 4 6 8 10

Slika 27: The Branin function and DIRECT-approxiamtions

Primjedba 15. Primijetite da u slucaju N = 3 kocku dijelimo na 2N + 1 paralelepipeda na sljedeéi nacin
(vidi (Jones, 1993), Fig. 8, str. 169):

po prvoj izabranoj koordinati (izbor ovisi o brojevima w, we, w3 analogno definiranih kao u (53))
kocku dijelimo na 3 jednaka paralelepipeda (sloja);

po drugoj izabranoj koordinati centralni paralelepiped (sloj) dijelimo na 3 jednaka paralelepipeda
(sloja);

po trecoj koordinati centralni paralelepiped (sloj) dijelimo na 3 jednake kocke.

Nadalje uvijek samo kocku dijelimo na na ovaj nacin. Paralelepipede, kakvi god bili, uvijek dijelimo na
tri jednaka dijela.



Lipschitzove funkcija 31

7 Metoda tangenti za konveksnu funkciju

Definicija 6. KaZemo da je funkcija f : [a,b] — R konveksna ako
flau+ (1 —a)v) <af(u)+ (1 —a)f(v), Yu,v€la,b], Vaec]|0,1]. (60)

Geometrijski smisao: u bilo kojoj tocki iz [a, b] tangenta je ispod grafa funkeije f.
Primjeri: u v+ u?, u— u, u— (—u), u— |u|, u— % urr e ™ urr —Inu

Teorem 2. Neka je f : [a,b] — R konveksna neprekidno diferencijabilna funkcija. Tada:
(i) f(u) > f(v)+ f'(v)(u—v), VYu,vé€la,b] (gradijentna nejednakost)
(i) Derivacija ' ne opada na [a,b)];

(iii) f € Lipg[a,b], gdje je L = max{|f"(a+)[,[f"(b=)I}.

Dokaz. U svrhu dokaza tvrdnje (i) nejednakost (60) zapisimo u obliku
flo+a(u—wv)) = flv) <a(f(u) - f(v).
Primjenom Lagrangeovog teorema o srednjoj vrijednosti na lijevoj strani dobivamo
f'lw+dalu—v))alu—v) <a(f(u) = f(v), Je[0,1],

odnosno

f'(v +do(u—v))(u—v) < f(u) = f(v), 9 €[0,1].

Za o — 0+ dobivamo nejednakost (i).

Dokazimo tvrdnju (ii). U gradijentnoj nejednakosti (i) varijable u, v su ravnopravne. Zamijenimo li
ih, iz (i) dobivamo
f(w) > f(u)+ f'(u)(v —u). Zbrajanjem ove nejednakosti s (i) dobivamo

(f'(w) = f'(v)) (u—v) > 0.

Dokazimo tvrdnju (iii). Prema (ii) vrijedi f'(a+) < f'(u) < f'(b—), Yu € [a, b]. Prema Lagrangeovom
teoremu o srednjoj vrijednosti postoji £ izmedu w i v, tj. postoji £ € [a, b], takav da bude

[f(w) = f@) = f(©)(w =) < Llu=v| Yu,v € [ab],

gdje je prema (ii), L = Jmax, [f'(€)] = max{|f"(a+)], [/ (b=)[}. O

Neka je U* skup svih tocaka globalnog minimuma funkcije f : [a,b] — R. Mogudi su sljedeéi slucajevi:

1. Skup U* je prazan, Primjerice, f : [0,1] = R, f(z) = { 3{’ ii%o’ 1] ;
2. Skup U* je jednoélan. Primjerice, f : [-1,1] = R, f(z) = 2%;

3. Skup U* je viseclan. Primjerice, za funkcija iz Primjera 15 restringiranu na interval [1,4] skup
U*=12,3].

Teorem 3. Neka je f : [a,b] — R konveksna funkcija, koja na tom intervalu postize svoj minimum. Tada

je f € Q*a,b].

ltangenta na glatku konveksnu funkciju u proizvoljnoj tocki lezi ispod grafa te funkcije
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Dokaz. Vidi Vasilev (1974).

Neka je f : [a,b] — R konveksna neprekidno diferencijabilna funkcija. Za fiksni ug € [a, b] definiramo
funkciju

Alu,uo) = f(uo) + f'(uo)(u —uo), u € [a,b]. (61)
Zbog svojstva (i) iz Teorema 2 vrijedi f(u) > A(u,up), Yu € [a,b].

Algoritam 4. (Metoda tangenti)

Korak 1: Izabrati ug € [a,b] i definirati A(u,up) = f(uo) + f'(uo)(u — uo);
Odrediti uy = argmin A(u, ug) (O¢igledno je u; = a ili uy = b);
uw€la,b]

Korak 2: Provjeriti je li f'(ug) # 0.%;
Definirati A(u,u1) i Py(u) = max Au,uy);
Odrediti ug = argmin P (u); ,
u€la,b]
K5 : Uz pretpostavku da su ug, uy, ..., u, (n > 1) poznati, provjeriti je li f'(uy) # 0;
Definirati
Pn(u) = 'Enax A(U, u’L) = max {A(U, un)a Pn—l(u)} ) PO = A(U, uO); (62)

1=0,...,

Odrediti u,+1 = argmin P, (u)
w€la,b]

P, je neprekidna po dijelovima linearna funkcija, ¢iji graf je sastavljen od dijelova tangenti na graf
funkcije f. Zato ovu metodu zovemo Metoda tangenti.

Primjer 21. Metodu tangenti ilustrirat cemo na primjeru minimizacije funkcije f : [—4,4] — R, f(z) =
2?24 (z —1)4
600 \ 400 300
400 \ 300 250
\ 200 N | 200
) - R A 150
4 \-2 2 4 . NP 7 100
\ o T200F~ -4 -2 2 4 50 /
= JmE ™ 4 2 2 4 2 4

Slika 28: Metoda tangenti

Teorem 4. Neka je f : [a,b] = R konveksna neprekidno diferencijabilna funkcija i neka je niz (up)

definiran na prethodno opisan nacin u Algoritmu 4, pri éemu je f'(u,) #0, n=0,1,.... Tada
) lim P,(u,.q) = f*:= inf
() Jim Pn(un) = f*:= inf f(u)

(i) Niz (uy,) ima najvise dva gomilista: uw* = inf U*, ™ = sup U*, gdje je U* skup tocaka minimuma
funkcije f na [a,b]. Ako je U* jednoclan, onda je lim u, = u*.
n—oo

Dokaz. Prema Teoremu 2 funkcija f zadovoljava Lipschitzov uvjet s konstantom L = max{|f’(a)|, | f'(b)|}.
Koristenjem gradijentne nejednakosti (Teoremu 2(i)) dobivamo

Alu,un) < f(u), Vu € la,b]izasvakin=0,1,....

Zato niz funkcija (P,) zadovoljava Lemu 2. Nadalje dokaz slijedi dokaz Teorema 2. O

2ako je f'(uo) = 0, onda funkcija f u tocki ug postize minimum
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Primgjedba 16. Opisana Metoda tangenti moze se modificirati za trazenje minimuma konveksne funkcije (ne
nuzno derivabilne), koja na intervalu [a, b] postiZe svoj minimum. Naime, konveksna funkcija f : [a,b] — R
je neprekidna na (a,b) i u svakoj toc¢ki « € (a,b) postoje konacni limesi

N (CE ) R {C) NP €0 B ()

h—0+ h R0+ h = ['(z-),
pri ¢emu je f'(x—) < f'(x+) (vidi Zadatak 8). Zato u prethodno opisanoj Metodi tangenti mozemo staviti
Alu,un) = flun) +yn(u—uy), u € la,b], (63)
gdje je v, proizvoljna konstanta koja zadovoljava nejednakost
fl(un=) < < f'(un+).

Primijetite da nejednakost f(u) > A(u,un), u € [a,b] pri tome ostaje sacuvana (vidi Zadatak9). U
primjeni najjednostavnije je 7, odrediti iz uvjeta

Y| = min{| f*(un =), |/ (un+)[}.
Ako se za neki n pokaze da vrijedi
f/(un_) S 0 S f/(un+)7
onda je u, tofka minimuma (vidi Zadatak 10) i proces je zavrSen.
U cilju izbjegavanja moguéih degeneracija: f/'(a—) = —oo ili f/(b4+) = +oo, dovoljno je iterativni
proces zapoceti s tockama ug = a + hg,u; = b — hy, gdje hg, hy treba izabrati tako da f’(a + ho+) i
/(b — hi—) racunalo prepoznaje. Tvrdnje Teorema 4 pri tome ostaju sa¢uvane.

7.1 Zadaci

Zadatak 7. Pokazite da za konveksnu funkciju f : [a,b] — R vrijedi
fw) = fv) _ flw) = fv) _ f(w) = f(u)

< < , a<v<u<w<hb (64)
u—"v w—v w—1u

Sto je gemetrijski smisao ovih nejednakosti ?

Uputa. Iskoristiti konveksnost funkcije f i zapis u = av + (1 — @)w, gdje je v < u < w, a =
a € (0,1).

Zadatak 8. DokaZite da je konveksna funkcij f : [a,b] — R neprekidna u svim unutrasnjim tockama
intervala [a,b] i da ima konacne derivacije slijeva i sdesna, pri cemu vrijedi f'(z—) < f'(z+), z € (a,b).

Uputa: Koristeéi nejednakosti (64) dokazati da vrijedi

Jw) ~ flu—7) _ flw)~ flu—h) _ fluth)— f(w) _ flutT)— flu) -
T - h - - T ’

gdje je 0 <h <T7; u,uxt,uthé€]la,b.
Zadatak 9. Dokazite da ako je f : [a,b] — R konveksna funkcija, onda vrijedi
flu) = f(v) + n(u—v), Yu € [a,b],Yv € (a,b), (66)

gdje je vn, € R prozivoljni broj takav da je f'(v—) <y < f'(v+).
Uputa. Iskoristiti nejednakost (65) razmotrivsi slucajeve u > v i u < v i nejednakost f'(v—) < f'(v+).

Zadatak 10. DokaZite da je x* € [a,b] tocka minimuma konveksne funkcije f : [a,b] — R onda ¢ samo
onda ako je f'(x*+) > 0 4 f'(z*—) < 0. Specijalno, ako f'(x*) postoji i ako je x* € (a,b), onda je
F'@) = 0.

Uputa. U (66) stavite v, = 0.
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Zadatak 11. DokaZite da je konveksna funkcija f : [a,b] — R diferencijabilna skoro svuda na na [a,b)].
Uputa. Koristeéi monotonost funkcija f'(u—) i f'(u+), pokaZite da je f'(u—) = f'(u+) u svim tockama
neprekidnosti f'(u—) (ili f'(u+)).

Zadatak 12. Dokazite da konveksna funkcija f : [a,b] — R zadovoljava Lipschitzov uvjet na svakom
segmentu o, 8] C [a,b]. Na primjeru funkcije f(x) = —v1 — a2, |x| < 1 pokazati da u opdem slucaju
ovdje nije dobro staviti « = a, § =b.

Uputa. Koristeéi nejednakosti (64), (65) pokazati da je

fluw) = f(v)

u—v

fllat) < <f(B-),  Vuvelaf
Zadatak 13. Diferencijabilna funkcija f : [a,b] — R je konveksna onda i samo onda ako njezina deri-
vacija ' ne opada na [a,b]. Dovoljnost je dokazana u Teoremu ??. DokaZite nuznost.

Zadatak 14. Dokazite da je funkcija f € C?[a,b] konveksna onda i samo onda ako je f”(x) > 0 za sve
z € [a,b)].

Zadatak 15. Funkcija [ : [a,b] — R je konveksna na intervalu (a,b) onda i samo onda ako postoji
takva funkcija l : (a,b) = R za koju vrijedi f(u) > f(v) +1(v)(u — v) za sve u € (a,b). Dokazite da je
l(v) = f'(v) gotovo svuda.

Zadatak 16. Dokazite da ako je funkcija f : [a,b] = R monotono rastuca, a z : [¢,d] — [a,b] konveksna,
onda je foz:[c,d] = R konveksna.

7.2 Metoda parabola
Zadatak 17. (Ortega and Rheinboldt (1970), str. 254)

8 Strongin -metoda za trazenje globalnog minimuma

Prema Strongin (1978) navest cemo jednu metodu zasnovanu na informacijsko-statistickim pristupu, koja
vodi prema tocki globalnog minimuma.
Neka je f : [a,b] — R, koja na [a, b] moZe primiti viSe lokalnih minimuma.

Algoritam 5. (Strongin)
Lf (1) —f(uo)l

Ky : Izabrati € > 0, up = a,u; = b i izracunati M = prFp—

rM, M >0

1 M=0" gdje je r > 0 konstanta (parametar algoritma, primjerice r = 2)

K : Izracunati p = {

)= f ()

K, : Izracunati sljedeéu tocku us = 3 (uq + uo) o

K3 : Uz pretpostavku da su odredene tocke a = ug < u1 < -+ < up_1 < up = b odrediti veli¢ine

— |f(us) — flus—1)] | rM, M>0
M= 1215%@ Ug — Ug—_1 ’ = 1, M=0
i definirati funkciju cjelobrojnog argumenta s = 1,... k

|f(us) — f(us—1)|2

Us — Us—1

Ri(s) = p(us —us—1) + —2(f(us) — flus—1))
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X Rk(s)

= ma

1<s<k
Ako je us, — ugs,—1 < €, proces zavrsavamo u tocki ug, ;
Ako je ug, — us,—1 > €, stavimo

Odrediti s € {1,...,k} iz uvjeta Ri(sk)

Uk+1 = %(usk + Uy —1) — S (st _Zlf(uskl)

Iz definicije broja p vidi se da je us,—1 < Upt1 < Us,.
Sada treba prenumerirati niz ug, u1, ..., ug, ur+1 1 rastuéem poretku i prijeéi na definiranje slje-
dece tocke uy42 na analogan nacin.

In[1]:= f[x_J]:= If[x <= 2, -x + 4,
If[x <= 3, 2,
If[x <= 4, 2 x - 4,
If[x <=5, -3 x + 16, x - 41111
a=1.; b=6.; ccc = 0; ddd = 4;
In[2]:= x= {a, b}; It=100;
Do[
x = Sort[x]; k = Length[x];
M = Max[Table[Abs[(f[x[[1111-f[x[[i-1111)/(x[[i11-x[[i-111)1, {i,2, k}11;
m=If[M==0, 1, r M];
R = Table[m (x[[1]]-x[[i-11D)+(£[x[[i1]11-f[x[[i-1111)"2/(m(x[[i]1]1-x[[i-111))

-2(£[x[[1]11]-£f[x[[i-1111), {i,2,k}];
t = Position[R, Max[RI1[[111[[11];
x = Append[x, (x[[t+1]11+x[[t]1])/2 - (£[x[[t+1]1]11-f[=x[[t]111)/(2 m)];
, {n,It}]
Print[It, " ", x]
Plot[f[x], {x,a,b}, PlotRange -> {ccc, ddd}, AspectRatio -> .3,
Ticks -> {Table[{x[[il], ""}, {i, k+1}], Automaticl}, ImageSize -> 700]

Primjer 22. Potrazimo globalni minimum funkcije

10
f:[2.7,7.5) € R, f(z) :sinx+sin§x+lnm—0.84x+3.

Slika 29: Niz aproksimacija globalnog minimuma

Primjer 23. Potrazimo globalni minimum funkcije iz Primjera 15.
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Slika 30: Niz aproksimacija globalnog minimuma

Literatura

M. Avriel, Nonlinear Programming: Analysis and Methods, Dover Publications, Inc., New York, 2006.

Z. Bohte, Numericno resevanje nelinearnih enacb, Drustvo matematikov, fizikov in astronomov Slovenije,
Ljubljana, 1993.

FO. M. Janwmn, II. A.Tluasckui, O6 omHOM anropuTMe OTHICKAHWsS AOCOMIOTHOrO MUHHMyMa, TI.
cemunapa “Teopus onrumasshbix pemenui”, Kues Uzn-s0 AH YCCP 2(1967), 25-37.

B. ®@. Jlemsnos, @. I1. Bacunes, Hemuddepenmnupyemas onrumusamnus, Hayka, Mocksa, 1981.

J. E.Dennis, Jr, R. B. Schnabel, Numerical Methods for Unconstrained Optimization and Nonlinear Equ-
ations, STAM, Philadelphia, 1996.

J.E.Dennis Jr., J. J. More, Quasi-Newton methods, motivation and theory, STAM Review, 19(1977), 46-
89.

D. E. Finkel, C. T.Kelley, Additive scaling and the DIRECT algorithm, J. Glob. Optim. 36(2006), 597-—608
D.E. Finkel, C. T. Kelley, Convergence analzsis of the DIRECT algorithm, 2004777
R. Fletcher, Practical Methods of Optimization, Wiley, New York, 1987.

J. M. Gablonsky, Modifications of the Direct Algorithm, PhD Thesis, North Carolina State University,
Raleigh, North Carolina, 2001.

P.E. Gill, W. Murray and M. H. Wright, Practical Optimization, Academic Press, 1981.
F.Jarre, J. Stoer Optimierung, Springer Verlag, Berlin Heidelberg, 2004.

D.R.Jones, C.D.Perttunen, B. E. Stuckman, Lipschitzian optimization without the Lipschitz constant,
JOTA 79(1993), 157-181

D. E. Kvasov, Y. D. Sergeyev, A univariate global search working with a set of Lipschitz constants for the
first derivative, Optimization Letters (to appear in 2011)

J. H. Mathews, Numerical Methods for Mathematics, Science, and Engineering, Prentice-Hall Int. Ed.,
London, 1992.



Lipschitzove funkcija 37

J. M. Ortega, W. C. Rheinboldt, Iterative Solution of Nonlinear Equations in Several Variables, Academic
Press, New York, 1970.

C. A. TMTusasckui, OauH aarOPUTM OTHICKAHUS abOCOMIOTHOTO eKCTpMyMa byHKINY, 2K. BBIUUCI. MaTeM. u
marem. dbu3. 12(1972), 888-896.

W.H. Press, B.P.Flannery, S. A. Teukolsky, W.T. Vetterling, Numerical Recipes, Cambridge University
Press, Cambridge, 1989.

H.R. Schwarz, Numerische Mathematik, Teubner, Stuttgart, 1986.

B. Shubert, A sequential method secking the global maximum of a function, STAM Journal on Numerical
Analysis, 9(1972), 379-388

J. Stoer, Numerische Mathematik I, Springer-Verlag, Berlin, 1994.

J.Stoer, R.Bulirsch, Introduction to Numerical Analysis, Springer-Verlag, New York, 1993.
P.T. Crpourun, YuceHHnble METOALI B MHOTOEKCTpeMaTHUX 331a4, Hayka, Mocksa, 1978.
P.T. Crpourun, ®.I1. Bacunes, —, 2K. Bbrauci. marem. u marem. ¢us. , 1984.

R. J. Vanderbei, Extension of Piyavskii’s algorithm to continuous global optimization, Journal of Global
Optimization 14(1999), 205--216

®.II. Bacuses, Jlekuuu 1o meromaMm pelreHusi eKCTpeMasHbIX 3azaad, 3masarescrso Mockosckoro
yuusepaurera, Mocksa, 1974.

G.R. Wood, B. P. Zhang, Estimation of the Lipschitz constant of a function, Journal of Global Optimiza-
tion 8(1996) 91-103



	Uvod i motivacija
	Kvazikonveksne i unimodalne funkcije
	Jednodimenzionalna minimizacija strogo kvazikonveksnih funkcija
	Metoda polovljenja
	Fibonaccijeva metoda

	Metoda zlatnog reza
	Metoda ``slomljenih pravaca'' za traženje globalnog minumuma
	Lipschitz-neprekidne funkcije
	Metoda slomljenih pravaca
	Shubertova metoda 
	DIRECT optimizacijski algoritam
	Optimizacija DIRECT algoritma
	Traženje potencijalno optimalnih intervala
	Diskretni DIRECT


	DIRECT algoritam za globalnu optimizaciju funkcija više varijabli
	Metoda tangenti za konveksnu funkciju
	Zadaci
	Metoda parabola

	Strongin -metoda za traženje globalnog minimuma

