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1 Uvod

Linearno vremenski invarijantni sustavi modeliraju fizikalne sustave tako da mozemo pro-
matrati promjene u sustavu kroz vrijeme koje ovise o poc¢etnom stanju sustava i upravljanju.
Sustavi drugog reda opisuju fizikalne modele u kojima se pojavljuje derivacija drugog reda.
Sustavima drugog reda mogu se opisati vibriranje Zica, mostova i zgrada, sustav masa na
oprugama, dinamika robotskih sustava i mnogi drugi vazni primjeri iz prakse. Vazna svoj-
stva sustava su stabilnost, upravljivost i osmotrivost. U primjeni ¢esto se pojavljuju sustavi
velikih dimenzija Sto moze dovesti do dugog vremena potrebnog za simulaciju, analizu i
odredivanje rjesenja sustava. Redukcijom sustava zelimo smanjiti sustav tako da reduci-
rani sustav daje dobru aproksimaciju originalnog sustava, a vrijeme potrebno za odredivanje
rjeSenja i analizu reduciranog sustava kojim aproksimiramo pocetni sustav je puno ma-
nje. Metodom balansiranog odsijecanja sustav transformiramo u ekvivalentni sustav tako da
transformiramo matrice koje opisuju sustav i reduciramo transformirani sustav smanjivanjem
dimenzija matrica sustava, a reducirani sustav zadrzava sva svojstva originalnog sustava i
daje dobru aproksimaciju pocetnog sustava. Za sustave drugog reda balansirano odsijecanje
daje dobru aproksimaciju, ali ne zadrzava svojstva osim kada sustav ima posebnu strukturu.

1.1 Uvod u LTI sustave prvog reda

U ovom poglavlju definirat ¢emo linearni vremenski invarijantni sustav i izvesti funkciju
prijenosa koja prikazuje utjecaj ulaza na izlaz sustava.

Definicija 1.1.1 Linearni vremenski invarijantni (LTI) sustav definiran je s dvije jednadzbe

©(t) = Az(t) + Bu(t) . . -
{y(t) = Cx(t) + Du(t) ' z(t) € R" u(t) € R, y(t) € R™ (LT)

pri ¢emu je u : [0,+00) — R¥ ulaz, x : [0,+00) — R" stanje, y : [0, +00) — R™ izlaz, a
A e R B e R C € R™" i D € R™* su matrice sustava. U slu¢aju kada je ulaz
skalar (k = 1) sustav zovemo single-input, a u suprotnom kazemo da je sustav multi-input.
Kada je y skalar (m = 1) onda sustav zovemo single-output, a u suprotnom kazemo da je
sustav multi-output.

Primjenom Laplaceovih transformacija [6] na jednadzbe koje opisuju sustav dobivamo funk-
ciju prijenosa. Za prvu jednadzbu dobivamo

&(t) = Ax(t) + Bu(t)/L
s2(s) — xg = AZ(s) + Bi(s)
si(s) — Az(s) = Ba(s) + xo
(sI — A)~" /(s — A) 2(s) = Ba(s) + xq
#(s) = (sI — A" Ba(s) + (sI — A) ™' z,.



Sli¢no za drugu jednadzbu
y(t) = Cz(t) + Du(t)/ L

9(s) = Cz(s) + Du(s)

i uvrstavanjem izraza za Z(s) dobivamo
§(s) = C (sl — A" Ba(s) 4+ C (s — A) " zo + Di(s)
i(s) = (C(sI = A" B+ D)ii(s) + C (s] — A) " o,

Funkciju prijenosa oznacavamo sa G(s) i racunamo G(s) = C (sI — A)™' B+ D i ona opi-
suje kako ulaz utjece na izlaz sustava. Vise detalja o Laplaceovim transformacijama moze se
nom. Norma sustava je vazna za provjeru kvalitete aproksimacije jer nam daje informaciju
o tome koliko smo pogrijesili kod aproksimacije sustava.

Definicija 1.1.2 H., norma asimptotski stabilnog LTT sustava sa funkcijom prijenosa G(s)
definira se
Gl = max |G (i),

pri ¢emu je || R||, standardna inducirana 2 norma matrice R.

Pretpostavimo da smo reducirali asimptotski stabilan sustav i neka je njegova funkciju pri-
jenosa G, a y, izlaz. Tada se moze pokazati [1] da za svaki ulaz sa konacnim |[Jul|, vrijedi
relacija

ly = yell, < NG = Grllgy Ml -

Ako reduciramo asimptotski stabilne sustave tako da je razlika izmedu funkcija prijenosa
mala onda smo sigurni da ¢e i razlika u izlazima biti malo odnosno da je aproksimacija
kvalitetna. Vazno svojstvo sustava je algebarska ekvivalentnost sustava. Algebarska ekviva-
lentnost sustava osigurava da sustav mozemo transformirati tako da transformiramo matrice
sustava i tako dobiveni sustav ima ista svojstva i funkciju prijenosa kao originalni sustav. U
nastavku dajemo definiciju algebarske ekvivalentnosti prema [4].

t(t) = Az(t Bu(t
Definicija 1.1.3 LTI sustav {“ ) = Az(t) + Bu(t)

algebarski je ekvivalentan LTT sus-
y(t) = Cx(t) + Du(t)

1.2 Stabilnost sustava

U ovom poglavlju definirat ¢emo pojam stabilnosti sustava. Stabilnost sustava osigurava
da ¢e sustav doci u ravnotezni polozaj u konac¢nom vremenu neovisno o pocetnom stanju
sustava. Stabilnost sustava je nuzan uvjet za redukciju sustava algoritmom balansiranog
odsijecanja.

Definicija 1.2.1 Za LTI sustav kazemo da je asimptotski stabilan ukoliko za svaki pocetni
uvjet x(tg) = xo € R” vrijedi da z(t) — 0 kako ¢t — oo.

Dokaz sljedeceg teorema koji daje karakterizaciju stabilnosti moze se pogledati u [4].
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Teorem 1.2.2 Sljedece tvrdnje su ekvivalentne za LTI sustav
i) Sustav je asimptotski stabilan.
i) Sve svojstvene vrijednosti matrice A imaju negativan realan dio.

i11) Za svaku pozitivno definitnu matricu () postoji jedinstvena simetricna pozitivno definitna
matrica W koja zadovoljava Ljapunovljevu jednadzbu

ATW + WA = Q.

1.3 Upravljivost sustava

U ovom poglavlju definirat ¢emo pojam upravljivosti sustava. Upravljivost sustava osigurava
da sustav mozemo dovesti u proizvoljno stanje u kona¢nom vremenu uz pravilan odabir ulaza.
Ukoliko je sustav stabilan i upravljiv mozemo izra¢unati matricu gramijana upravljivosti koja
je potrebna za algoritam balansiranog odsijecanja rjesavanjem Ljapunovljeve jednadzbe, a
to ¢e biti analizirano u nastavku.

Definicija 1.3.1 Za LTI sustav kazemo da je upravljiv ako pocevsi iz proizvoljnog stanja g
sustav mozemo dovesti u proizvoljno stanje 1 = z(¢;) u kona¢nom vremenu ¢; uz pravilan
odabir ulaza wu(t), za 0 <t < t;.

Sljededi teorem sluzi za provjeru svojstva upravljivosti LTI sustava koje ovisi o matricama
A i B preko ranga matrice upravljivosti i daje karakterizaciju upravljivosti, a njegov dokaz
se moze pogledati u [4].

Teorem 1.3.2 Za matrice A € R™*", B € R™* L < n sljedece tvrdnje su ekvivalentne
i) LTI je upravljiv.
ii) Matrica upravljivosti C,, = [B,AB, A’B, ..., A" B] je punog ranga n.

Pretpostavimo da je sustav stabilan. Sljede¢i teorem poznatiji kao Ljapunov test upravlji-
vosti nije najstabilniji, ali daje karakterizaciju upravljivosti preko Ljapunovljeve jednadzbe
koju kada rijesimo dobivamo gramijan upravljivosti P.

Teorem 1.3.3 Stabilan LTI sustav je upravljiv ako i samo ako postoji jedinstveno pozitivno
definitno rjesenje P Ljapunovljeve jednadzbe

AP + PAT = —BBT”.

Schurova metoda je efikasna i ¢esto koristena numericka metoda za rjesavanje Ljapunovlje-
vih jednadzbi. Implementaciju Schurove metode i vise detalja o numerickim metodama za
rjeSavanje Ljapunovljevih jednadzbi mogu se pogledati u [2].

1.4 Osmotrivost sustava

U ovom poglavlju definirat ¢emo pojam osmotrivosti sustava. Osmotrivost sustava je svojstvo
sustava koje osigurava da jedinstveno mozemo odrediti pocetno stanje sustava ako poznajemo
upravljanje i izlaz sustava. Za algoritam balansiranog odsijecanja potrebno je izracunati
gramijan osmotrivosti. Gramijan osmotrivosti moze se izracunati rjeSsavanjem Ljapunovljeve
jednadzbe ako je sustav stabilan i osmotriv.



Definicija 1.4.1 Za LTI sustav kazemo da je osmotriv ako dt; > 0 tako da pocetno stanje
xo moze biti jedinstveno odredeno iz poznavanja kontrole u(t) i izlaza y(t) za sve 0 < ¢ < t;.

Sljededi teorem koristi se za provjeru osmotrivosti sustava, a njegov dokaz se moze pogledati
u [4].

Teorem 1.4.2 Za matrice A € R™*" C € R™*" sljedece turdnje su ekvivalentne

i) LTI je osmotriv.

C
CA

it) Matrica osmotrivosti O,, = cA? je punog ranga n.

(A1

Slicno kao kod Ljapunovljevog testa upravljivosti ukoliko je sustav stabilan vazan teorem
je Ljapunov test osmotrivosti. Rjesavanjem Ljapunovljeve jednadzbe dobivamo gramijan
osmotrivosti ) koji je potreban za algoritam balansiranog odsijecanja.

Teorem 1.4.3 Stabilan LTI sustav je osmotriv ako i samo ako postoji jedinstveno pozitivno
definitno rjesenje ) Ljapunovljeve jednadzbe
ATQ+ QA= -C"C.

Pokazimo postupak provjere svojstva stabilnosti, upravljivosti i osmotrivosti na primjeru
jednog jednostavnog LTT sustava

i(t) _02 _13] o(t) + H u(t)
y(t) = [1 0] ()

Kako bi provjerili stabilnost sustava preko teorema 1.2.2 trebamo odrediti svojstvene vrijed-

nosti matrice A

det(A — A) =0
A —1
2 A+3‘_0
AMA+3)+2=0
M 4+304+2=0

Sustav je stabilan jer sve svojstvene vrijednosti matrice A imaju negativan realan dio. Za
provjeru upravljivosti sustava odredimo rang matrice upravljivosti

rang(Cy) = rang (5. 45]) = rang ([ 1) =2

Matrica upravljivosti je punog ranga pa prema teoremu 1.3.2 sustav je upravljiv. Slicno
za osmotrivost sustava prema teoremu 1.4.2 dovoljno je provjeriti je li matrica osmotrivosti
punog ranga. Odredimo rang matrice osmotrivosti

a0 - s (]} = o[} ) =2
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Matrica osmotrivosti je punog ranga pa je sustav osmotriv.
Definirat ¢emo dekompoziciju matrice na singularne vrijednosti i Cholesky dekompoziciju
matrice koje se koriste u algoritmu balansiranog odsijecanja.

Definicija 1.4.4 Neka su m,n € Ni A € C™*". Dekompoziciju matrice
A=UXV*

pri ¢emu su matrice U € C™*™ V € C™" unitarne, a matrica > € C"™*" dijagonalna
sa elementima oy, 09,...,0, koje zovemo singularne vrijednosti matrice A pri ¢emu vrijedi
01 > 09 > ...0, > 0 zovemo singularna dekompozicija matrice A.

Za svaku matricu postoji dekompozicija na singularne vrijednosti. Vise detalja o singularnoj
dekompoziciji matrice i dokaz da postoji za svaku matricu mogu se pogledati u [7].

Definicija 1.4.5 Neka jen € Ni A € R"™". Cholesky dekompozicija matrice A je
A=LL"
pri ¢emu je L donje trokutasta nesingularna matrica.

Teorem 1.4.6 Neka je A € R™™ ™. Postoji jedinstvena Cholesky dekompozicija matrice A
ako i samo ako je A simetricna pozitivno definitna matrica.

Cholesky dekompozicija matrice koristi se u mnogim algoritmima. Uvjeti za Cholesky de-
kompoziciju matrice su da je matrica simetri¢na i pozitivno definitna. Vise detalja o Cholesky
dekompoziciji moze se pogledati u [3].



2 Algoritam balansiranog odsijecanja

2.1 Balansirani sustav

U ovom poglavlju definirat ¢emo pojam balansiranog sustava. Balansirani sustav je vazan
jer kada reduciramo balansirani sustav na manju dimenziju od originalnog sustava dobi-
vamo dobru aproksimaciju i iznos najveée pogreske za reduciranu dimenziju. Svaki stabilan,
upravljiv i osmotriv LTI sustav prvog reda moze se transformirati u algebarski ekvivalentan
sustav koji je balansiran.

Definicija 2.1.1 Asimptotski stabilan sustav [A, B, C, D] sa gramijanom upravljivosti P i
gramijanom osmotrivosti () se zove balansiran ako je

P =Q = diag(oy,...,0,).

Sljedeca lema koristi se u dokazu da svaki stabilan, upravljiv i osmotriv sustav prvog reda
mozemo transformirati u ekvivalentni balansirani sustav.

Lema 2.1.2 Neka je dan asimptotski stabilan, upravljiv i osmotriv sustav [A, B, C, D) i neka
je T € R™™ reqularna te {Z, B,C, E} = [T*AT, T*B,CT, D]. Tada vrijedi

i) ako je P gramijan upravijivosti od [A, B,C, D], a P gramijan upravljivosti od
[X, B,C, E} onda je P =T~'P (Tﬁl)T.

ii) ako je Q gramijan osmotrivosti od [A, B,C, D], a Q gramijan osmotrivosti od

[Z, B,C, ﬁ} onda je Q = TTQT.

Dokaz. Za dokazivanje i) pokazimo da je matrica P = T P (T1)" gramijan upravljivosti
transformiranog sustava odnosna da je rjesenje Ljapunovljeve jednadzbe

pri emusu A =T1'AT, B=T"'B,C=CT, D = D.
MnoZenjem matrica A i P dobivamo

AP=T1ATT'P(T7) =T77'AP(T)
Slicno mnoZenjem matrica P A" dobivamo
PA" =7P (1) (T7AT) =T7'P (1) 174" (1) =7'PA" (T')"
Zbroj matrica A P+ P A’ mozemo jednostavnije zapisati na sljedeéi nacin
AP+PA =17 (AP 4 PAT) (171

Preostalo je pokazati da je taj zbroj jednak izrazu —B B

T

~BB' =-1'B(1"'B) =7 (-BB") ()



Matrica P je gramijan upravljivosti originalnog sustava pa za nju vrijedi AP+PAT = —BBT.
Uvrstavanjem tog izraza u gornju jednakost dobivamo

“BB" =T (AP + PA") (T*l)T .

Pokazali smo da je matrica P rjeSenje Ljapunovljeve jednadzbe transformiranog sustava i
tako dokazali da je ona gramijan upravljivosti tog sustava. Analogno pokazimo ii) odnosno
da je Q@ = TTQT gramijan osmotrivosti transformiranog sustava. Dovoljno je pokazati da
vrijedi

A'Q+QA=-C"C.
MnoZenjem matrica A' i Q dobivamo
A" Q= (r7A1) 17QT = 17 AT (1) 1T7QT = TTA"QT.
Analogno mnozenjem matrica @ i A dobivamo
QA=TTQTT AT = TTQAT.
Zbroj matrica A' Q + Q A mozemo zapisati
A Q+QA=T"(ATQ+QA)T.

Pokazimo da je taj zbroj jednak —C'" C uz pretpostavku da je Q gramijan osmotrivosti
originalnog sustava i da rijeSava ATQ + QA = -CTC

—C' C=— (D) CT=T" (-C"C)T =T" (ATQ+ QA) T

Teorem 2.1.3 Neka je [A, B,C, D] asimptotski stabilan, upravljiv i osmotriv LTI sustav.
Tada postoji regularna matrica T € R™" takva da je [T~YAT,T~'B,CT, D] balansiran.

Dokaz. Sustav je stabilan i upravljiv pa prema teoremu 1.3.3 postoji pozitivnho definitna
matrica P koja je gramijan upravljivosti. Sustav je dodatno osmotriv pa prema teoremu
1.4.3 postoji pozitivno definitna matrica ) koja je gramijan osmotrivosti. S obzirom da su
P i Q) pozitivno definitne prema teoremu 1.4.6 mozemo napraviti Cholesky dekompoziciju
matrica P i ()

P =RR"

Q=LL".
Neka je singularna dekompozicija matrice LT R = UXVT. Za matricu transformacije sustava

. _ _1 .y . -y . 1 1 v . -1 _

uznlnmo T = RVX™2 pri ¢emu je 72 = d1ag(\/a,...,m). Pokazimo da je T =
Y 2UTLT. Matrice U i V su ortogonalne

UTJL"R=UxV' )V
2 /UTL'RV =% /53
2 2UTLTRVY 2 = 1.



Treba pokazati da je transformirani sustav balansiran odnosno da vrijedi jednakost P =
Q) = diag(oy,...,0,). Prema svojstvu i) leme 2.1.2

P=7"'P(T7")
P=y3UTLTRRTLUY %
P =y :0TUsVTVYUTUY 2
P=YYyn: =Y.
Sli¢no prema svojstvu ii) leme 2.1.2 moZe se pokazati da za @ vrijedi
Q=T"QT
VIRTLLTRVY 2

=

Q=x"
STEVIVSUTUSYTVE T
Q=y:yYNy =1,

Q

Algoritam balansiranog odsijecanja za sustave prvog reda moze se pronaé¢i u Algoritmu 1.
Za taj algoritam postoji i pripadna ocjena pogreske koja se u algoritmu i koristi. Vise detalja
o algoritmu mogu se pronadi u [2].



2.2 Algoritam

Algoritam 1: Balansirano odsijecanje sustava prvog reda

1 Ulaz: Matrice stabilnog, upravljivog i osmotrivog sustava prvog reda A, B,C, D i
dimenzija reduciranog modela r

Odprediti gramijan upravljivosti i gramijan osmotrivosti rjesavanjem Ljapunovljevih
jednadzbi

N

AP+ PAT = —BBT, ATQ+QA=-C7C.
Napraviti Cholesky dekompoziciju matrica P i Q)

w

P=RR", Q=LL".

Napraviti dekompoziciju matrice LT R na singularne vrijednosti

'

ILTR=UXVT,

(S}

[zracunaj ocjenu pogreske
G — Gy, < 20,41.

Izra¢unaj matrice transformacije 7' i 7!

[

T=RVyz T l'=x2UT[T
7 Izacunaj matrice balansiranog sustava
A=T7'AT, B=T"'B, C=CT.

8 Matrica reduciranog sustava A dobije se tako da se uzme prvih r redaka i stupaca
matrice fl, matrica B dobije se tako da se uzme prvih r redaka matrice B , matrica
C dobije se tako da se uzme prvih r stupaca matrice C i matrica D = D.

9 Izlaz: Matrice A, B,C, D reduciranog sustava i ocjena pogreske

2.3 Primjer redukcije na CD player modelu

CD player model modelira pomicanje ruke horizontalno na kojoj se nalazi laser za citanje
podataka sa CD-a. Dimenzije matrica koje opisuju model su A € R120%120 B ¢ RI20x2 (0 ¢
R2¥120 § D = (. Vise o modelu moZe se pogledati u [8]. Model ¢emo reducirati na dimenzije
10, 30,50 i za svaku reduciranu dimenziju prikazati funkciju prijenosa originalnog i reduci-
ranog modela i njihovu razliku. Za svaku redukciju promatrat ¢emo kako prvi ulaz utjece
na drugi izlaz sustava odnosno prvi redak i drugi stupac iz funkcije prijenosa.



—— originalni model

1014 ---- r=10
---- r=30
- r=50
= 10714
)
.";“
*
‘{2 10—3_
S
10—5_

10! 10° 10! 10? 103 10* 10° 10°
S

Slika 1: Funkcija prijenosa originalnog modela i reduciranih modela

Slika 1. prikazuje funkciju prijenosa originalnog modela i reduciranih modela. Aproksimacija
sustava je najbolja kada je dimenzija na koju se sustav reducira najveca.

10° — r=10
_ — =30
~N , ‘ — =50
=10 i ‘ v 5
= I | I i
A —N 7'11‘ A r}'l‘
Qj 104 | |
|
~
.—; 1076_
5
*
)
2 10—8 i

101! 10° 10! 102 103 104 10° 108

S

Slika 2: Razlika funkcija prijenosa originalnog modela i reduciranih modela

Slika 2. prikazuje apsolutnu razliku funkcije prijenosa originalnog modela i funkcije prije-
nosa reduciranih modela. Razlika je najveca kada je dimenzija na koju reduciramo sustav
najmanja.
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3 LTI sustav drugog reda

3.1 Definicija

U ovom poglavlju definirat ¢emo linearni vremenski invarijantni sustav drugog reda i neka
osnovna svojstva.

Definicija 3.1.1 Linearni vremenski invarijantni (LTI) sustav drugog reda definiran je s
dvije jednadzbe
{Mq(t) + D(t) + Kq(t) = Byul(t)
Caq(t) + Cig(t) = y(t)

pri cemu je M € R"™ " regularna, D, K € R™" By € R (C,Cy € RP*™ ¢(t) € R™.
Matrica u(t) € R™ je ulaz, a y(t) € RP je matrica izlaza. Sustav jednostavnije mozemo
oznaciti sa G = [M, D, K, By, Cy, Cs]

3.2 Svojstva

Funkcija prijenosa opisuje kako ulaz utjece na izlaz sustava. Mozemo je odrediti primjenom
Laplaceovih transformacija na jednadzbe koje opisuju sustav i korisiti za provjeru tocnosti
aproksimacije. Funkcija prijenosa za (LTI) drugog reda dana je sa

G(s) = (sCy 4+ C1)(s*M + sD + K) ™' B,.

Stabilnost sustava drugog reda osigurava da ¢e sustav do¢i u ravnotezni polozaj u kona¢nom
vremenu. Ukoliko je sustav drugog reda stabilan gramijani sustava koji su vazni za algoritam
mogu se odrediti rjeSavanjem generaliziranih Ljapunovljevih jednadzbi. Sustavi drugog reda
mogu biti stabilni, upravljivi i osmotrivi kao i sustavi prvog reda. Vise detalja o sustavu
drugog reda moze se pronadi u [5].

Definicija 3.2.1 (LTI) sustav drugog reda je asimptotski stabilan ako sve nultocke matric-
nog polinoma P(\) = A2M + AD + K imaju negativan realan dio.

Definicija 3.2.2 (LTI) sustav drugog reda je upravljiv ako vrijedi
rang [\*M + AD + K, B;| =n,¥A € C.
Definicija 3.2.3 (LTI) sustav drugog reda je osmotriv ako vrijedi

rang {)\QMT +ADT + KT \CT + C’ﬂ =n, VA e C.

3.3 Linearizacija sustava

U ovom poglavlju pokazat ¢emo kako sustav drugog reda mozemo zapisati kao sustav prvog
reda. To je potrebno za algoritam jer se matrice transformiranog sustava koriste za rjeSavanje
Ljapunovljevih jednadzbi. Kako bi zapisali prvu jednadzbu u matricnom obliku

q(t) —q(t) =0
M(t) + Dq(t) + Kq(t) = Baul(t).

11



Jednadzbe mozemo zapisati u matriénom obliku

[J\Z(c'f()t)] " [Kq(t;i(tl)w(t)] - [322@] |

t
0 Tsw+ [2 ot =[ 9]
lé ]\OA w(t) = l_(}( _ID] x(t)+l§2] u(t).

Drugu jednadzbu Cyq(t) + C1q(t) = y(t) koja opisuje sustav mozemo zapisati u matri¢nom
obliku

Uz supstituciju z(t) = Bgtﬂ

o ci] 1] <t

q(1)
G G alt) = y(t).

(LTT) sustav drugog reda mozemo zapisati u obliku (LTI) sustava prvog reda

Ei(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Ca(t) ’

T
pri ¢emu je z(t) = [q(t)T, (j(t)T] i matrice su dane po blokovima dimenzija n X n

5:[5 1\04]“4:[_01( _[D],B:BJ,C:[CH, Al

Nakon transformacije sustava mogli bi primijeniti algoritam balansiranog odsijecanja za sus-
tav prvog reda, ali matrice bi mogle izgubiti strukturu sustava drugog reda. Sli¢no algoritmu
balansiranog odsijecanja za sustave prvog reda prije redukcije zelimo transformirati sustav
u ekvivalentni sustav.

Definicija 3.3.1 Kazemo da su sutav G = [M, D, K, By, Cy, Cs] i G= {]\Z/, D, K, By, Cy, CA'Q}
ekvivalentni ako postoje regularne matrice W, T € R™*" takve da vrijedi

M=WMT, D=WDT, K=WKT, By=WDB, Ci=0CT, Cy=C0C,T.

Moze se pokazati ako su sustavi ekvivalenti onda imaju istu funkciju prijenosa.

3.4 Gramijani sustava drugog reda

Za algoritam balansiranog odsijecanja potrebno je odrediti gramijan upravljivosti P i gra-
mijan opazajnosti (). Pretpostavimo da je sustav drugog reda asimptotski stabilan, tada
se gramijani mogu odrediti rjesavanjem generaliziranih Ljapunovljevih jednadzbi koje imaju
jedinstveno, simetri¢no i pozitivno semidefinitno rjesenje

EPAT + APET = —BB', ETQA+ ATQE = -C'C.
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Gramijane mozemo podijeliti u blokove dimenzija n x n tako da

. Pp P12 o Qp Q12
P—[Pg Pv‘|’ Q_[ {2 Qv]

Gramijani pozicije i brzine upravljanja su P, i P,, a gramijani pozicije i brzine opazanja su
Qp 1 @, Slicno kao kod algoritma balansiranog odsijecanja za sustav prvog reda potrebno je

izracunati Cholesky faktorizaciju matrica P,, P,, @, i @),. Oznacimo te matrice sa

P,=R,R], P,=RR], Q,=L,L], Q,=L,L].
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4 Algoritam balansiranog odsijecanja za sustav drugog
reda

4.1 Balansirani sustav drugog reda

Za LTI sustave drugog reda ne postoji transformacija sustava takva da su svi gramijani
transformiranog sustava balansirani [5]. Odabirom metode odnosno odabirom matrica koje
transformiraju sustav mozemo balansirati par gramijana koji zelimo. U nastavku rada ba-
vimo se metodom zasnovanom na balansiranju pozicija.

Definicija 4.1.1 Stabilan LTT sustav drugog reda zovemo pozicijski balansiran ako vrijedi
P, =Q, = diag(oy,...,0,).

Teorem 4.1.2 Neka je dan stabilan LTI sustav drugog reda G = [M, D, K, By, Cy, Cs]. Tada
postoje reqularne matrice T € R™"™ ¢ W € R™" takve da je
G=[WMT,WDT,WKT,W By, C;T, C5T) pozicijski balansiran.

Dokaz. Pretpostavili smo da je sustav drugog reda stabilan pa prema [5] postoje jedinstvena,
pozitivno semidefinitna i simetri¢na rjesenja generaliziranih Ljapunovljevih jednadzbi. Na-
pravimo Cholesky dekompoziciju blokova P, i Q,

P, = R,R]
Qp=L,L].
Neka je RZLP = UPZVPT singularna dekompozicija pri ¢emu je Y3 = diag (\/%, ceey %'n)

Tada su matrice U, i V,, ortogonalne. Za odabir matrice transformacije 7" = RpUpE*%
pokazimo da je sustav uz proizvoljan odabir regularne matrice transformacije W pozicijski
balansiran. Pokazimo da je matrica T" regularna

UpT/RZLP - Upzva Vo
>3 /UTRTL,V, = 2/572
2 sUTRILV, Y 2 =1/7

SEVILIR,U,S ™2 =1

2 VILIT = 1.

Matrica T je regularna i inverzna matrica je 71 = E_%VPTLZ. Preostaje pokazati da ona
balansira gramijane. Sli¢no kao kod sustava prvog reda prema [5] gramijani transformiranog
sustava drugog reda dani su sa

B=17'p,(17)"
Q,=T7Q,T.

Gramijani transformiranog sustava ne ovisi o odabiru matrice transformacije W i zbog toga
se ona moze proizvoljno odabrati. Pokazimo da je gramijan pozicije upravljanja balansiran

A

B, =% 2VILTR,RTL,V, 3
5 17 (prr \T Tv, w1
P, =x2V (RIL,) USRSV, V52
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B, =22 VIV,SUTU VIV, 5
B, =1 7iTuy:

pP,=x.

Kako bi pokazali da vrijedi pp = Qp pokazimo da je @p =X
Q, =% :UTRTL,LYR, U,z

A 1 T 1
Q= U RIL, (R)L,) Ux2
Q, =S 2UTU,SVIV,SUTU, 52
A _1 _1
Q, =Y 2LN% 2

A

Q,="x.

U algoritmu se matrica transformacije W odabire tako da se i gramijan brzine opazanja
balansira i vrijedi P, = Q, = Q, = X.

4.2 Ideja algoritma

Prvi korak algoritma je transformirati sustav drugog reda u ekvivalenti sustav takav da kada
se transformirani sustav reducira razlika izmedu originalnog i reduciranog sustava bude sto
manja. Za sustave drugog reda algoritam balansiranog odsijecanja ne moze balansirati sve
gramijane. Matrice W, T koje transformiraju originalni sustav odreduju koji ¢e gramijani biti
balansirani. U sluc¢aju kada je sustav drugog reda simetrican i matrice M, D i K su pozitivno
definitne moze se pokazati da pristup koji koristi balansiranje pozicija-brzina zadrzava sta-
bilnost. ViSe o pristupu zasnovanom na balansiranju pozicija-brzina moze se pogledati u [5].
Balansirano odsijecanje za sustave drugog reda nema ocjenu pogreske. Sustav drugog reda
mozemo transformirati u sustav prvog reda i primijeniti balansirano odsijecanje za sustave
prvog reda, ali onda reducirani sustav gubi strukturu sustava drugog reda i fizikalnu inter-
pretaciju. Implementirat ¢emo balansirano odsijecanje sustava drugog reda sa balansiranim
pozicijama. Vise detalja o algoritmu se nalazi u Algoritmu 2.
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4.3 Algoritam

Algoritam 2: Balansirano odsijecanje sustava drugog reda sa balansiranim
pozicijama|5]

1 Ulaz: Matrice stabilnog sustava drugog reda M, D, K, By, Cy,Cs i dimenzija
reduciranog modela r
2 Generiraj matrice

P CARA [ PR

Rijesi generalizirane Ljapunovljeve jednadzbe

w

EPAT + APET = —BBT, ETQA+ ATQE = -C'C

Podijeli matrice P i @ u blokove n x n

P:[PP Pm] [Qp Qm]
Plg Pv ’ {2 Qv

'

Izracunaj Cholesky faktorizaciju

(9]

P,=R,R], P,=R,R], Q,=L,L], Q,=L,L]
6 Odredi SVD dekompoziciju matrice R} L, i RTM" L,
RZLP - UprV;DT,
R'M*L, = U2,V
7 Izracunaj matrice transformacije Wi T’
W =L,V X%, T =R,U,%"”

pri cemu je V,; matrica koja se dobije tako da se uzme prvih r redaka iz matrice
Vv, Uy matrica koja se dobije tako da se uzme prvih r stupaca iz matrice U, a

) —“1/2 . 1. . .
matrica Epl/ je dijagonalna sa elementima ﬁ zal=1,...,r, a 0y su elementi

dijagonalne matrice X,
[zaCunaj matrice reduciranog sustava

0]

M=WMT, D=WDT, K=WKT, By=WDB,, C;=0CT, Co=CyT.

Izlaz: Matrice M , D, K , ég, C’l, Cy reduciranog sustava, bez ocjene pogreske
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4.4 Usporedba metoda za balansirano rezanje

Usporedimo metode na primjeru redukcije Mass-Spring-Damper modela. Modeliramo pona-
Sanja viSse masa koje titraju na opruzi. Model je zadan sa matricama

2 —1 2 —1 0
M=ml, K=k|-1 2 .|, D=d|-1 2 .| By= 0
L o 1

Gi=[0 ... 01, G= ... 0

pri cemu su m, kl i d konstante. U primjeru koristimo dimenziju sustava 200 te parametre
m = 1,kl = 2,d = 0.001 i element matrice D na poziciji (100, 100) je postavljen na 2.02.
Sustav reduciramo na vise dimenzija i usporedujemo funkciju prijenosa za svaku reduciranu
dimenziju. Vise o modelu moze se pogledati u [9].

-——- =40
---- =60

10'{ ---- r=100
—— originalni model

=
4 10%4
5 %
* 3
o]
= 10714

10—2,

10°

s

Slika 3: Funkcija prijenosa originalnog modela i reduciranih modela

Slika 3. prikazuje funkciju prijenosa originalnog modela i funkcije prijenosa reduciranih
modela koristenjem algoritma balansiranog odsijecanja za sustave drugog reda s balansiranim
pozicijama.

— r=40
10% 1 — =60
— r=100

10714

._.
1)
b

[G(s *1[1, 11— GAs*1i)[1, 1]|

._.
1)
b

1071 10°
s

Slika 4: Razlika funkcija prijenosa originalnog modela i reduciranih modela
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Slika 4. prikazuje apsolutnu razliku funkcije prijenosa originalnog modela i funkcije prijenosa
reduciranih modela.

Iz slika vidimo da reducirani sustavi dobro aproksimiraju originalni sustav. Reducirani sus-
tavi manjih dimenzija imaju losiju aproksimaciju. U praksi je cilj reducirati sustav tako da
pogreska aproksimacije bude prihvatljiva i vrijeme potrebno za racunanje sustava reducira-
nog modela puno manje od originalnog sustava. Metoda balansiranog odsijecanja za sustave
prvog reda ima ocjenu pogreske i tako mozemo znati na koju dimenziju mozemo reducirati
sustav tako da greska bude prihvatljiva. Kod sustava drugog reda ne postoji ocjena pogreske,
ali u praksi dobro aproksimira sustave drugog reda. Nakon linearizacije sustava drugog reda
kojim modeliramo Mass-Spring-Damper model mozemo primijeniti algoritam balansiranog
odsijecanja za sustave prvog reda i usporediti rezultate sa reduciranim modelima koje smo

dobili koriste¢i algoritam balansiranog odsijecanja za sustave drugog reda.

101_
1004
M R0 BN
- T ; e - A A lJ I af ol oy
- 1 w 5 A 1 1 B B W I i
e :’ B Par) g i iei Al ,“J1 Ay
= — ra 4 A AV TR LA T A ) I H1 ]
[} 10*1, —— { - f,d ’ ’ 7 r 1 I H ] 1 -
; i T T T T 1 T A e R Lo
——————
a H i H { i T T ! :'l H Wl ] R e —— T
) 4 1 T PR C O 0 LI LT O
= : COF O f A
v i ——
originalni model 1 T T
1024 I ! peo T
---- r=40 ! T
|
---- =60 !
---- r=100
1073+
¥ T
1071 100

s

Slika 5: Funkcija prijenosa originalnog modela i reduciranih modela

Slika 5. prikazuje funkciju prijenosa originalnog modela i funkcije prijenosa reduciranih
modela dobivenih primjenom algoritma balansiranog odsijecanja za sustave prvog reda na

lineariziranom sustavu drugog reda.

100_
= 10714
= [\
2 10724
(V)
|
~ 10734
)
5
* -4
‘:_% 10 — r=40
= — =60

107°4 — r=100

101 109

S

Slika 6: Razlika funkcija prijenosa originalnog modela i reduciranih modela

Slika 6. prikazuje apsolutnu razliku funkcije prijenosa originalnog modela i funkcije prijenosa

reduciranih modela.
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Redukcija lineariziranog modela bolje aproksimira ekstremne vrijednosti i daje bolju aprok-
simaciju za reducirane sustave ve¢ih dimenzija. Algoritam za redukciju sustava drugog reda
ima vece maksimalne apsolutne pogreske, ali funkcija prijenosa reduciranog modela bolje
opisuje funkciju prijenosa originalnog modela. Kod linearizacije sustava drugog reda dobi-
veni sustav prvog reda ima dvostruko vec¢e dimenzije matrica od originalnih matrica sustava
drugog reda i zbog toga algoritam balansiranog odsijecanja za sustave prvog reda treba puno
vise vremena za redukciju lineariziranog sustava nego algoritmu balansiranog odsijecanja za
sustave drugog reda za redukciju originalnog sustava.
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Sazetak

U ovom diplomskom radu bavimo se temom redukcije sustava drugog reda algoritmom ba-
lansiranog odsijecanja. Na pocetku rada definiramo linearno vremenski invarijantan sustav
prvog reda i funkciju prijenosa za sustav. Definirat ¢emo svojstva stabilnosti, upravljivosti
i osmotrivosti koja sustav mora imati kako bi se mogao reducirati algoritmom balansiranog
odsijecanja. Algoritam balansiranog odsijecanja za sustave prvog reda primijenit ¢emo na
CD player modelu. Definirat ¢emo sustave drugog reda i njihova svojstva te primijeniti na
primjeru Mass-Spring-Damper jednu verziju algoritma balansiranog odsijecanja za sustave
drugog reda. Metode balansiranog odsijecanja za sustave drugog reda su vazne jer zadrzavaju
strukturu sustava i fizikalnu interpretaciju.

Kljucne rijeci: linearni vremenski invarijantan sustav, funkcija prijenosa, stabilnost, uprav-

ljivost, osmotrivost, algoritam balansiranog odsijecanja, linearni vremenski invarijantan sus-
tav drugog reda, algoritam balansiranog odsijecanja za sustave drugog reda
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Model reduction of second-order systems
Abstract

In this thesis, we deal with the topic of second-order system reduction using the balanced
truncation algorithm. At the beginning of the work, we define a linear time-invariant system
of the first order and a transfer function for the system. We will define the properties of
stability, controllability and observability that the system must have in order to be able
to be reduced by the balanced truncation algorithm. We will demonstrate the balanced
truncation algorithm for first-order systems on the CD player model. We will define second-
order systems and their properties and apply, using the Mass-Spring-Damper example, one
version of the balanced truncation algorithm for second-order systems. Balanced truncation
methods for second-order systems are important because they preserve the system structure
and physical interpretation.

Keywords: linear time-invariant system, transfer function, stability, controllability, obser-

vability, balanced truncation algorithm, second-order linear time-invariant system, balanced
truncation algorithm for second-order systems
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