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Uvod

U ovom zavrS$nom radu istraZivat éemo i prouciti Krylovljev potprostor te ¢emo
vidjeti na koji se nacin koristi i primjenjuje u matematici. Krylovljev potprostor
Cesto susre¢emo u linearnoj algebri i numerickoj analizi, a naziv je dobio prema
ruskom matemati¢aru Alekseju Krylovu'.

Slika 1: Aleksej Nikolajevi¢ Krilov (1863-1945)

Nadalje, vidjet éemo poveznicu Krylovljeva potprostora s raznim matematic-
kim metodama poput rjeSavanja sustava linearnih jednadzZbi ili pronalaska svoj-
stvenih vrijednosti matrica. No, prije nego sto se detaljnije upoznamo s Krylovlje-
vim potprostorima prisjetit éemo se bitnih tvrdnji, iskaza i definicija potrebnih za
daljnje razumijevanje.

! Aleksej Nikolajevi¢ Krilov (1863-1945) ruski pomorski inZenjer, primijenjeni matematicar i
memoarist.






1 | Osnovni pojmovi

Prisjetimo se sljede¢ih definicija te nekih rezultata iz linearne algebre koji ¢e nam
biti nuZzni za daljnje razumjevanje.

Definicija 1.0.1. Neka je V vektorski prostor nad poliem FiS C V, S # @. Tada
sa [S] = span(S) oznacavamo linearnu ljusku skupa S. Definiramo je kao:

k
[S] = {Z“z’ﬂi cw; €Fa; € S,k € ]N}.
i=1

Takoder, definiramo i [@] = {0}.

Definicija 1.0.2. Neka je V vektorski prostor nad poljem Fi S C V, S # @, takav
daje V = [S] te neka je S linearno nezavisan. Tada S nazivamo bazom vektorskog
prostora V.

Definicija 1.0.3. Neka je V # {0} kona¢nodimenzionalni vektorski prostor. Di-
menzija prostora V definira se kao broj elemenata bilo koje baze tog prostora. Do-
datno, dimenzija nulprostora je 0.

Definicija 1.0.4. Neka je V vektorski prostor nad poljem [F i M njegov neprazan
podskup. Akojei (M, +, -) vektorski prostor nad poljem FF uz iste operacije, onda
kazemo da je M potprostor vektorskog prostora V, sto ozna¢avamo M < V.

Nadalje, kako je M < V vrijedi dim M < dim V. Ukoliko vrijedi dim M =
dim V, takoder vrijedii M = V.

Slijede osnovne definicije i svojstva vezana za takozvani svojstveni problem.

Definicija 1.0.5. Neka je V vektorski prostor nad poljem Fi A : V — V line-
aran operator. Kazemo da je skalar Ay € IF svojstvena vrijednost operatora A ako
postoji x € V, x # 0 takav da je Ax = Agx. Skup svih svojstvenih vrijednosti ope-
ratora A nazivamo spektrom operatora A i oznacavamo sa o(A). Vektor x, x # 0
pridruZen svojstvenoj vrijednosti Ap nazivamo svojstvenim vektorom.

Definicija 1.0.6. Neka je A € M, (F). Polinom k4(A) = det(A — AI) nazivamo
svojstvenim ili karakteristicnim polinomom matrice A.

Primjer 1.0.1. Odredimo karakteristicni polinom matrice A = [ 3 11. Kako je

—4 2
3 11 [A 0] _[3-2 1
A_“:[—AL 2]_[0 A}:[—AL 2—)\]'
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slijedi da je

det(A—A)=(3—-A)2—A)+4=6—-31—-21+ A2 4+4= 2% —51+10.
I traZeni karakteristicni polinom jest:

ka(A) = A2 =51 +10.

Definicija 1.0.7. Neka je V kona¢nodimenzionalni vektroski prostor nad IF dimen-
zijen, A € L(V) te Ay € M, (IF) matri¢ni prikaz operatora A u proizvoljnoj bazi.
Svojstveni polinom operatora A, k4, definiramo kao svojstveni polinom matrice
A

ka(A) = ka, (A).

Definicija 1.0.8. Neka su V i W vektorski prostori, linearan operator A € L(V, W)
nazivamo:

i) monomorfizam ako je A injekcija,
ii) epimorfizam ako je A surjekcija,
iii) izomorfizam ako je A bijekcija.
Sada ¢emo iskazati nekoliko tvrdnji koji ée nam pomoci dokazati teorem 1.0.1.

Korolar 1.0.1. Neka je V vektorski prostor nad poljem IF i b neka njegova baza. Operator
A € L(V) je reguralan ako i samo ako je matrica tog operatora Ay, zapisana u bazi b
regularna.

Propozicija 1.0.1. Neka su V i W vektorski prostori nad poljem IF, V dimenzije m, W
dimenzije n i by neka baza od V, a by neka baza od W. Preslikavanje ® : L(V, W) —
My (F), ®(A) = A, gdje je Ay matrica u paru baza by i by, je izomorfizam.

Korolar 1.0.2. Neka je A : V — W linearan operator i neka su vektorskog prostori V i
W jednakih dimenzija, oba konacna. Tada su sljedece tvrdnje medusobno ekvivalentne:

i) A je monomorfizam,
i) A je epimorfizam;
iii) A je izomorfizam.

Propozicija 1.0.2. Linearan operator A : V. — W je injekcija ako i samo ako Ker A =
{0}, odnosno, ako i samo ako je d(A) = 0.

Teorem 1.0.1. Neka je V konacnodimenzionalni vektroski prostor nad poljem F te neka
je A € L(V). Skalar Ay € F je svojstvena vrijednost operatora A ako i samo ako vrijedi:

ka(Ao) = 0.



Dokaz. Neka je A, matrica linearnog operatora A, sljedece tvrdnje medusobno su
ekvivalentne:

Ag svojstvena je vrijednost za A <= dx € V,x # 0, tako daje Ax = Apx

<= Ker(A — Agl) # {0}

24— Aol nije monomorfizam

£22 matrica operatora A — Ayl nije regularna matrica
<1'—L'3> ni matrica A,; — Agl nije regularna matrica

<= det(Ay —Aol) =0

> kyu, (/\0) = 0 to jest kA()\()) =0.

]

Napomena 1.0.1. Prema teoremu 1.0.1 uvidamo da su svojstvene vrijednosti ope-
ratora nultocke svojstvenog polinoma. Polje kompleksnih brojeva je algebarski
zatvoreno, to jest svaki polinom s kompleksnim koeficijentima ima nultocke u C
pa zbog toga svaki operator na kona¢nodimenzionalnom kompleksnom prostoru
ima svojstvenu vrijednost. S druge strane, polje R nije algebarski zatvoreno, to
jest ima polinoma s realnim koeficijentima bez realnih nultoc¢aka.

Primjer operatora koji nam pokazuje da operatori na realnim prostorima ne
moraju imati svojstvene vrijednosti je operator rotacije.

Teorem 1.0.1 tvrdi da su svojstvene vrijednosti operatora upravo nultocke nje-
govog svojstvenog polinoma.

Primjer 1.0.2. Odredimo svojstvene vrijednosti i pripadne svojstvene vektore matrice
2 =5
A= 23
Neka je k 4 (A) karakteristicni polinom matrice A, odnosno:

ka(A) = det(A — AI).

Uvrstavanjem A dobivamo:

Odnosno:

ka(A) = —8 =20 +4A+ A2 +5= A2 421 + 3.

Izjednacavajudi:



dobivamo kvadratnu jednadzbu:

A2 42043 =0,
iz koje slijedi Ay = —3 i Ay = 1. Pronadimo sada svojstvene vektore: Za Ay = —3
trebamo rijesiti sustav:
(A — /\1 1)?)1 =0
5 -5
{1 _1} 01 = 0.

Nadalje dobivamo sustav linearnih jednadZbi:

5x1 —5x, =0
X1 —x2=0 — X1 = Xp.

Dakle:

v = Bﬂ = X {ﬂ , X2 € R, xp #0.

Nadalje, za Ay = 1 trebamo rijesiti sustav:

(A — )\21)?)2 =0
1 -5
|:1 _5:| UZ - 0/

iz ¢ega dobivamo sustav dvije jednadzbe s dvije nepoznanice:

X1—5.')C2:O
X1 —5x, =0 — X1 = bxp.

Dakle:

Uy = [5;22] = X7 {?} , X2 €R,xp 7é 0.

Sada imamo dva svojstvena vektora:

o-[] e

Definicija 1.0.9. Neka je A € M, (FF). Minimalni polinom matrice A je normi-
rani polinom najmanjeg stupnja kojeg matrica A poniStava, odnosno normirani
polinom y 4 za kojeg vrijedi:

i) ua #0,
ii) ua(A) =0,

iii) ako za polinom p vrijedi p(A) = 0, tada je:

st(p) = st(pa).



Za kvadratnu matricu A € My (FF) s elementima a;; (i,j = 1,2,...,n) , njezina
adjunkta je kvadratna matrica A € M, (IF) ¢iji element na sjecistu i-tog retka i j-tog
stupca je (—1)/*" det Aji, a Aji je matrica iz M, _1(IF) koja se iz matrice A dobiva
uklanjanjem j-tog retka i i-tog stupca.

Korolar 1.0.3. Za svaku kvadratnu matricu A vrijedi:
AA=AA=detA- I

Teorem 1.0.2. (Hamilton-Cayley) Neka je A € M, (FF). Tada jek(A) = 0, odnosno
svaka matrica ponistava svoj karakteristicni polinom.

Dokaz. Nelfa jeC=A—-AlidetC =ks(A) = ayA" + 0y A" 4 A+ ag,
te neka je C adjunkta matrice C. Vrijedi:
C-C=A-C—A-C=(detC)-1I.

Uoc¢avamo da su elementi matrice C polinomi stupnja n — 1 pa je moZemo zapisati
kao polinom stupnja n — 1 s matri¢nim koeficijentima:

C=A"1C, 1+ A"2C,_p+ -+ AC; + Co.
Nadalje slijedi:

g A" T+ A"+ oA I+ a9l = AC, A" L+ AC, oA 24 .4+ AC)— Cyq A" — Cu oA 1 — . —

Sada iz gornje jednakosti slijedi:
—Cn,1 = ocnl
ACy 1 —Crao=way 11

()
AC] — Co = 0611
ACO = Déo]

Ako pomnoZzimo prvu jednakost s A", sliede¢u s A"~! i tako redom do zadnje s A® = I'i
nakon toga ih zbrojimo, dobivamo da vrijedi k4 (A) = 0. O

Definicija 1.0.10. Za kvadratnu matricu kaZemo da je regularna ako postoji ma-
trica B takvadaje AB = BA = I. Tada matricu B zovemo inverzna matrica matrice
A ioznatavamos A~ L.

Propozicija 1.0.3. Matrica A € M, (FF) je reqularna ako i samo ako je k 4(0) # 0.

Dokaz. Pretpostavimo da je A € M, (FF) regularna, to jest A ima inverz, odnosno
postoji A~1. Ako je A regularna, onda je det A # 0. Primjetimo da vrijedi:

ka(0) = det(A — 0- 1) = det(A) # 0.

Obratno, ako je k4(0) # 0, onda je det A # 0, iz ¢ega zaklju¢ujemo da je matrica
A regularna. O

Co






2 | Krylovljevi potprostori

Da bismo uveli pojam Krylovljevih potprostora, koristit éemo rezultat iz Teorema
1.0.2 koji tvrdi da za regularnu matricu A € C"*" vrijedi:

ka(A) =agl + ;A + ... +a, 1 A" 4a,A" =0,

n .
gdjejeka(A) = det(A—AI) =) A",
i=0

Neka je matrica A regularna, pre_ma Propoziciji 1.0.3 slijedi da je a9 # 0.
Vrijedi:

-1 -1
a—(all +..+ llnflAn_Z + llnAn_l) A= Aa—(all + ...+ anflAn_z + anAn_l) =1,
0 0

odakle slijedi da se inverzna matrica moZze dobiti kao:

-1
Al = a—(all 4t a1 A2, AL, (2.1)
0
Promatrajmo sada sustav linearnih jednadzbi Ax = b, gdjeje A € C"*" re-
gularna matrica, b € C" dani vektor i x € C" traZeni vektor. Zbog regularnosti
matrice A, promatrani sustav ima jedinstveno rjeSenje.
Kako rjeSenje linearnog sustava Ax = b mozemo zapisati kao x = A~b, iz
(2.1) slijedi da je oblika:
x= -y I gy T ey,
ap ap ap
to jest, x € span{b, Ab, A%b, ..., A"~ 'b}. Potprostor koji smo dobili je vaZan pot-

prostor odreden matricom A i vektorom b, a naziva se Krylovljev potprostor ma-
trice A i vektora b.

Definicija 2.0.1. Nekaje A € C"*" ib € C". Krilovljeva matrica reda idefinira se
kao K; = K;(A,b) = [b, Ab, ..., A" 1b], a i-ti Krilovljev potprostor K; definiran je
kao slika od K;, K; = K;(A, b) = span{b, Ab, oy AT1DY,

Osnovna svojstva Krylovljevih potprostora:
i) linearna nezavisnost

Niti jedan vektor unutar potprostora K, se ne moze prikazati kao linearna
kombinacija preostalih vektora, to jest, vektori {b, Ab, ..., A”_lb} su linearno

9



10

nezavisni. PokaZimo to. Vektori b, Ab, ..., A" 1b sunezavisni ako i samo ako
jednadZba:

agb + a1 Ab+ ... +a, 1A b =0 (2)

gdje su ap, aj,... 1a,_1 skalari, ima samo trivijalno rjeSenje. Jednadzbu (2)
moZemo zapisati kao p(A)b = 0, gdje je p(x) = ap + a1x + ... + a,_1x" !
polinom. Ukoliko je p(A) = 0, tada su vektori linearno nezavisni. Provjera
linearne nezavisnosti svodi se na provjeru jesu li stupci matrice A nezavisni,
a to slijedi iz regularnosti matrice A. Nadalje slijedi da su i vektori b, Ab,... i
A"~1p linearno nezavisni.

ii) zamatricu A, kojajen x n, stupci Krylovljeve matrice K, su linearno zavisni
jer potprostor od C" moZze imati dimenziju najvise n

iii) invarijantnost na mnoZenje matricom A:

x € Ky(Ab) = A'x € Ky(A,b),Vn € N.

iv) invarijantnost na translacije:

]CZ(A —0ol, b) = ’Ci(A, b)



3 | Metode Krylovljevih potpros-
tora za linearne sustave

Iterativne metode su klju¢ne za rjeSavanje matematickih problema kroz postupno
poboljsavanje aproksimacija. Njihova ideja je postizanje Zeljene razine to¢nosti
rjeSenja putem ponavljanja koraka jer se svaka sljedeca iteracija koristi za poboljsa-
vanje prethodne. Tim metodama Zelimo rjesiti sustav Ax = b pri ¢emu su aprok-
simacije rjeSenja x iz Krylovljevog potprostora.
Kao pocetnu aproksimaciju uzet ¢emo:
Xo € span{b}.
Nadalje, racunamo Ab i Zelimo da sljedeca aproksimacija bude jednaka nekoj li-
nearnoj kombinaciji od b i Ab, to jest:
x1 € span{b, Ab}.

Nastavljajuéi proces dobivamo:

x € span{b, Ab, Azb,...,Akb}, k=1,2,..

Ako je x; aproksimacija rjeSenja koju je dala neka iterativna metoda za rjeSavanje
sustava linearnih jednadzbi te ako je:

Xky1 = Xk + A_l(b — Axk),

onda je x;, 1 = A~ !b rjegenje sustava.
Sljedece dvije metode su najznacajnije metode za rjeSavanje linearnih sustava
koriste¢i aproksimacije iz Krylovljevih potporostora.

3.1 Metoda konjugiranih gradijenata (CG)

CG metoda je iterativna metoda iz Kryovljevih potprostora koju koristimo pri rje-
Savanju sustava Ax = b, A € R"*", x,b € R", gdje je matrica A simetri¢na pozi-
tivno definitna, to jest vrijedi:

i)y AT = A,
ii) yT Ay > 0,Vy € R",y # 0.

11



3.1. METODA KONJUGIRANIH GRADIJENATA (CG) 12

Kako je matrica A pozitivno definitna, dobro je definiran A-skalarni produkt
(x,y) 4 = yT Ax, kao i A-norma:

lxl|a =1/ (x,x)a = VxT Ax.
U metodi konjugiranih gradijenata aproksimacije su oblika
Xkp1 = Xk + Oékdk,

pri ¢emu sudy,dy, . ..,d; A-konjugirani vektori, odnosno za koje vrijedi diTAdj =
0, Vi # jikoji ¢ine A-ortonormiranu bazu za potprostor span{rg,71,...,7x_1},
gdje sur; = b — Ax; reziduali. Nadalje, uzima se

K =

Algoritam za CG metodu dan je u Algorimu 1.

Teorem 3.1.1. (vidjeti 3, Teorem 2.4.4.]) Greska ey dobivena u k-tom koraku metode
konjugiranih gradijenata ima najmanju A-normu na prostoru:

eo + span{ Aey, Ae, ..., Akeo}.

U svakom koraku CG algoritma, duljina vektora greske e, = x — xq se reducira, pri
Cemu je A71b = x = x,, za neki m < n.

Dokaz. Neka je ey = x — xg i dy = ry + Bxdi—1. Vrijedidy = ro = Aep paje
e1 = ey — gty = eg — xgAey € ey + span{Aeo}.

Pretpostavimo nadalje da je e, €  span{eg, Ae, .., Akep} i dr_q €
span{ Aey, A?eq, ..., Akeg}, tada za eg 4 vrijedi:

el = ex — dpdy = ex — axPrdp_1 — arAey € span{Aey, Ae, ..., AA ey}
Nadalje, ¢, € eg + span{Aeg, A2, ..., A¥ e} idy = Aey + Brdi_1, pa slijedi
dy € span{Aeg, A%, ..., A" leg}.
Nadalje slijedi da je
span{do, dj, ..., d;} = span{ Aey, Ae, ..., Ak+1eo}.
Bududi da je ;1 A-ortogonalan na span{dy,dy, ..., dx}, slijedi da je e, element

prostora eg + span{ Aey, A2e, ..., A¥*1ey} s najmanjom A-normom. Nadalje za k =
n — 1 iz linearne nezavisnosti vektora {dy, ..., d,_1 } dobiva se da je e, = 0. O



3.1. METODA KONJUGIRANIH GRADIJENATA (CG) 13

Algoritam 1 [3, Algoritam 2.4.3.] Algoritam za metodu konjugiranih gradijenata

Xo zadan,
d()IT’() :b—AX(),'
k=0;
dok nije zadovoljen kriterij zaustavljanja radi
_ nnh .
X = T Ady’
Xj1 = Xi + agdy;
Ykl =Tk — (XkAdk;

T
— Tk,
‘Bk'H - rkTrk ’
dit1 = Tk + Br+1dis
k=k+1,

Teorem 3.1.2. (vidjeti [3, 7]) Greska ey u k-tom koraku metode konjugiranih gradijenata
zadovoljava:

e < min max A leoll 4,
leella < _min max_ |pe(A)lleol

gdje su Ay, ..., Ay svojstvene vrijednosti od A.
Primjenjiva ocjena je dana s:

k
Kz(A) -1
lexl|a <2 <m> lleoll 4,

gdje je k(A)z = ||All2l| A7 Y2 = Amax/ Amin broj uvjetovanosti matrice A.
Dokaz. Matrica A je simetri¢na i pozitivno definitna pa ju moZemo zapisati u
obliku A = UAUT, gdje su:

e A = diag(Aq, ..., An), A1, ..., Ay svojstvene vrijednosti matrice A

e UUT = UTU = Ije ortogonalna

e /A je simetri¢ni drugi korijen od A i vrijedi vVA = Uv/AUT pa komutira s
A
Slijedi:

llex|la = min  ||px(A)eo||a, pr polinom k-tog stupnja
Pr€Ppr(0)=1

= min \/Z k A eoll2
pkd)k,pk(o)le Pr(A)eol|

= min Upr(A UT\/ZeO P
pkepk,pk(o)zlll pr(A) |

< min k(A)]]2]]eol|
i [l

= min max A leall 4.
pke]Pk/Pk(O):li=l,...n’pk( i)llleoll



3.2. GMRES METODA (GENERALIZED MINIMAL RESIDUE ALOGRITHM 4

3.2 GMRES metoda (Generalized minimal residue
alogrithm)

GMRES metoda je metoda koja se moze primijeniti na sve sustave Ax = b s
regularnom matricom A. Koriste se aproksimacije oblika x; € xo + K, (A.rp)
za koje je norma reziduala ry = b — Axy minimalna. Ta metoda koristi Gram-
Schmidtov postupak kako bismo imali ortonormiranu bazu {4q1, 42, ..., gx+1} za
niz Krylovljevih potprostora span{rg, Ary, ..., A"rp}. U svakom koraku GMRES
metode primijenjuje se Arnlodijev algoritam, dan u Algoritmu 2, koji koristi
modificirani Gram-Schmidtov postupak kako bi proizveo niz ortogonalnih
vektora g1, 42, g3, . . . koji subaza za Krylovljev potprostor IC;,.

Algoritam 2 [3, Algoritam 2.5.1.] Arnoldijev algoritam

g1 sa ||q1]]2 = 1 zadan,
zaj=1;j+ + radi
di+1 = Aqj;
zai=1;1 <j;i+ + radi
hij = aigj+v
Ji+1 = Gj+1 — hijqi;
hivii = G312
‘7j+1 .

gdj+1 = Yy

Vektor x; € xg + Ky moZe se zapisati kao

xk = xO + Q?’lyn/

gdje je yx € R" i Qy matrica ¢iji su stupci {q1, ..., qx}. Vektor y; odreduje se tako
da [|7||» bude minimalna.
Osnovna iteracija GMRES algoritma je oblika

1. Odrediti gj koriste¢i Arnoldijevu metodu;

2. odrediti y, koji minimizira ||r||;

3. izracunati xx = xg + QyYk-

Sljedeci teoremi nam daju neka od svojstava GMRES metode.

Teorem 3.2.1. [3, Teorem 2.5.3] Rezidual u k-tom koraku GMRES metode zadovoljava:

e =b— Axp = Qp1(BE — Hesrxvk) = Qes1 G (31921‘:k+1),

gdje je & = [1,0,..,0]", G®) = GyGr_1 - -- Gy, a g% = BGWE,. Kao rezultat
dobivamo:

k
Irella = 116 — Axill2 = [, .



3.2. GMRES METODA (GENERALIZED MINIMAL RESIDUE ALOGRITHM 15

Ako je A regularna matrica, tada se GMRES algoritam prekida u k-tom koraku
(Hii1[k] = 0) za k < n ako i samo ako je aproksimacija xy jednaka egzaktnom rjese-
nju x.

Dokaz. Za dokaz vidjeti [3]. O

Teorem 3.2.2. |3, Lema 2.5.6] Neka je xy aproksimacija rjesenja dobivena u k-tom koraku
GMRES algoritma, i neka je r, = b — Axy. Tada postoji i1 € Py_q takav da je

xx = x0 + qr—1(A) 10

Irellz = min  [[(I = Age—1(A))roll2-
qk-1€Pr—1
Dokaz. U GMRES metodi u k-tom koraku bira se aproksimacija x; takva da
za Kr(A, 1) = span{rg, Arg,..., AK"1rg} vrijedi svojstvo da je ||b — Axi|l, =
min  ||b — Ax||2. Znamo da je x; oblika x; = x9 + Qkyx gdje je Qx ma-

XGXO+ICk(A,Vo)
trica &iji stupci ¢ine bazu Krylovljevog potprostora K (A, rg). Za svaki x € xg +
Kx(A, o) koji je oblika x = xo + ¥{= djAlrg vrijedi:
x = x0+ qx-1(A)ro,qx—1 € Pr_1.
Sada vrijedi da je:
r=>b—Ax="b— Axo— Ag1(A)ro = (I — Agx—1(A))ro = pr(A)ro,
gdje je px € P, p(0) = 1. H

Teorem 3.2.3. [3, Teorem 2.5.7] Neka je A dijagonalizabilna matrica i neka je A =
VAVT njezina spektralna dekompozicija, gdje je A = diag(Ay, ..., An) dijagonalna ma-
trica svojstvenih vrijednosti, a stupci regularne matrice V su svojstveni vektori od A.Neka
je
g = min max Ai)l.
k kaPk,pk(O):lizl,...n|pk( l)‘

Tada norma reziduala u k-tom koraku GMRES metode zadovoljava
[Irill2 < ®(V)ellroll2,
gdje je x(V) = [[VI[2[V"H]2.

Dokaz. Neka je py proizvoljni polinom stupnja najvise k, koji zadovoljava uvijet
px(0) = 1. Nadalje, neka je x € xo + K¢(A, ro) vektor takav dajer = b — Ax =
pr(A)rgiz Kry1(A, ro). Slijedi da je

16— Ax|l2 = [[Vpe(A)V " ol la < VIRV 2l e (A)[]2] 7ol 2
Matrica A je dijagonalna matrica pa slijedi:

pr(A)]]2 = igﬁ%ﬂHW(M)\b-
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Vektor x; minimizira normu reziduala na xo + K¢(A, o), pa za proizvoljni poli-
nom pj s navedenim svojstvima vrijedi da je

o= Axil |2 < [[b = Axl[z < V][]V ]2l lrollo max [pe(As).

Ako u prethodnoj nejednakosti uzmemo polinom pj koji minimizira desnu stranu
nejednakosti, to rezultira odabirom odgovarajuéeg x,,;,, € xo + Kr(A,ry). Tako
slijedi da je:

16— Axg||2 < 16— Axpin||2 < [[VI]211V ]2l 70| 284,

Sto je i trebalo dokazati. O

U Algoritmu 3 dan je GMRES algoritam.

Algoritam 3 [3, Algoritam 2.5.2.] GMRES algoritam

Xo zadan;

ro = b— Axo;
p = lIroll;
0 =g

I1=11,0,..,0]5

zak = 1; k < kjuy; k + + radi
Izracunaj g1 i hjr zai =1,2,..., k + 1 koriste¢i Arnoldijev algoritam.;
Primijeni Fy, ..., Fx_1 na zadnji stupac od H:
zai=1,i<k—1;i+ + radi

{ hi } _ {Ci Si:| { hi k }
hit1x 5 ¢i| [hitik]’

Izrac¢unaj k-tu Givensovu rotaciju Fi kako bi se ponistio /1 x;
= i | .

Vi P+ e k2
ako je ¢, # 0 onda

I
Sk = Ck—%’k;
inace ’
sc = 1;
. . . .. I Cr Skl | Ik
Primijeni k-tu rotaciju na I i na zadnji stupac od H: = | ;
Lj1 Sk ¢k] |0

M = cichick + schit1 i

hev1k = 0;
ako je ocjena norme reziduala B| I, 1| dovoljno mala onda
Rijesi gornjetrokutasti sustav Hyxyx = Blix1;

xx = x0 + QY
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Sazetak

U ovom radu proucavat éemo Krylovljeve potprostore. Ovi potprostori imaju
vaznu primjenu u numerickoj analizi, posebno za rjeSavanje sustava linearnih jed-
nadzbi. Osim toga, koriste se i u drugim podrucjima, ukljuc¢ujudi optimizaciju i
teoriju kontrole. U radu ¢e najprije biti dan pregled osnovnih pojmova iz linearne
algebre koji su nuzni za daljnje razumijevanje. Nakon toga, definirani su Krylov-
ljevi potprostori i navedena njihova osnovna svojstva. Primjena Krylovljevih pot-
prostora promatrana je na problemu rjeSavanja sustava linearnih jednadzbi, pri
¢emu su posebno promatrane metoda konjugiranih gradijenata i GMRES metoda.

Kljuéne rijeci

Krylovljev potprostor, aproksimacija, sustav jednadzbi, CG, GMRES
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Krylov subspaces and applications

Summary

In this paper we will study Krylov subspaces. These subspaces have important
applications in numerical analysis, especially for solving systems of linear equati-
ons. In addition, they are used in other fields, including optimization and control
theory. The paper will first give an overview of the basic terms from linear alge-
bra that are necessary for further understanding. After that, Krylov subspaces are
defined and their basic properties are stated. The application of Krylov subspaces
was observed to the problem of solving a system of linear equations, where the
method of conjugate gradients and the GMRES method were especially observed.

Keywords

Krylov subspace, approximation, system of equations, CG, GMRES
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