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1 Uvod

Tema diplomskog rada je model difuzije. Ugrubo receno, difuzija je rjeSenje stohasticke
diferencijalne jednadZbe. Pocetkom 20. stoljea poceli su se raditi prvi modeli koji bi
pratili promjenu cijena rizi¢ne financijske imovine na financijskom trZistu. To moZemo
smatrati pocetkom interesa za model difuzije. Promjena cijena rizi¢ne financijske imo-
vine opisivala se slu¢ajnim procesom S = (S, t > 0) na nekom vjerojatnosnom prostoru
(Q), F, P). Slutajni proces je familija slucajnih varijabli definiranih na istom vjerojatnos-
nom prostoru. Prvi takav model napravio je L. Bachelier 1900. godine koji je modelirao
promjenu cijena dionica na burzi u Parizu. Neka je slu¢ajnim procesom (S, ¢t > 0)
modelirana cijena dionice. Tada je po Bachelieru

St :So—f‘]/lt—f‘O'Bt,

pri ¢emu je B = (B, t > 0) standardno Brownovo gibanje, y parametar pomaka, a ¢
volatilnost.

Definicija 1.1 Brownovo gibanje (B;,t > 0) na vjerojatnosnom prostoru (Q), 7, P) je
slucajan proces u neprekidnom vremenu s neprebrojivim skupom stanja koji ima sljedeca
svojstva:

1. By = 0 gotovo sigurno

2. (Nezavisnost prirasta) Za proizvoljne tg, t1,..,t, > 0 takve daje tg < t; < ... < ty
slucajne varijable By, — By,, By, — By, ..., By, — B, | su nezavisne

3. (Stacionarnost prirasta) Za proizvoljne s,t > 0 takve daje 0 <s < tje
Bt_BS NN(O,t_S).

Iako je to bio veliki napredak u svijetu financija, taj model imao je i brojne nedostatke.
Jedan od nedostataka je taj Sto je slucajna varijabla S; kojom modeliramo cijenu dionice
mogla poprimati negativne vrijednosti $to u praksi nije slu¢aj. Idu¢i korak u nadogradnji
modela napravio je P. Samuelson koji je predlozio da se umjesto Brownovog gibanja
uvede geometrijsko Brownovo gibanje.

Definicija 1.2 Geometrijsko Brownovo gibanje je slu¢ajan proces (S;, t > 0) definiran s

o2
Sy = Soe‘TBfH(“_T), pri ¢emu je (B, t > 0) Brownovno gibanje, a« € Ric > 0 konstante.
Nakon uvodenja geometrijskog Brownovog gibanja model je bio sljedeéeg oblika:

o2

Sy = SOEUBt+t(V77)

Logaritmiranjem prethodnog izraza dobije se sljedece:

St 0’2
In = = (y — — .
nSO (u 2)t—|—0Bt

Koristenjem Itove formule dobijemo da je to ekvivalentno sljede¢em:
de = St(]ldt + O'dBt).
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U konacnici, dijeljenjem sa S; izraz moZemo zapisati kao

das;

— = pdt +odB;
Sy

te smo dobili standardni model difuzije na financijskom trZistu.

Upravo taj model koristili su Black, Sholes i Merton kada su se bavili cijenama opcija na
financijskom trzistu. Kako je trgovanje financijskim instrumentima sve vise raslo, raslo
je i zanimanje za modelima koji bi $to bolje mogli predvidjeti kretanje trziSta. Upravo
tako je raslo i zanimanje za modelima difuzije koje ¢emo detaljno obraditi u nastavku
rada.



2 Stohasticke diferencijalne jednadzbe

U ovom poglavlju upoznat ¢emo se s konceptom stohastickih diferencijalnih jednadzbi.
Najprije ¢emo uvesti pojmove koji ¢e nam biti potrebni za razumijevanje i definiranje
stohastickih diferencijalnih jednadzbi.

Neka je [0, T] segment u R i neka je f: [0,T| — R funkcija ograni¢ena na segmentu
[0, T] te neka je p = {to, t1, ..., tn} subdivizija segmenta [0, T|. Nadalje, definiramo medu-
subdiviziju IT = {yo, y1, ..., yn } segmenta [0, T| s obzirom na p takvu daje t; 1 <y; < t;.
Definiramo Riemannovu sumu S, (o, IT) = Y/ ; f(y;)(t; — ti—1) koju moZemo interpreti-
rati kao aproksimaciju povrsine koju nad segmentom [0, T] zatvara graf funkcije f.

Definicija 2.1 Ako limes S = lim;, 0 Sy, postoji i ne ovisi o izboru subdivizije p i medu-
subdivizije I'T onda se S zove Riemannov integral funkcije f na segmentu [a, b] i piSemo

5= /abf(t)dt.

Iduéi je korak definiranje Riemann-Stieltjesovog integrala. Neka je X slucajna va-
rijabla na vjerojatnosnom prostoru (€, 7, P) i neka je Fx njezina funkcija distribucije.
Ocekivanje slucajne varijable X po definiciji moZemo zapisati kao:

E[X] = / xdFx (x).
Neka su p = {to, t1,..., tn} 1 IT = {yo,y1, ..., yn } redom subdivizija i medusubdivizija na
skupu R takve da je t;_1 < y; < t;. Tada oekivanje od X moZemo aproksimirati na
sljedeci nacin:
E[X] ~ ) yi(Fx(t:) — Fx(ti-1))-
i€R

Da bismo izrac¢unali o¢ekivanje, uo¢avamo da moramo integrirati u odnosu na funkciju
Fx i upravo zbog toga nam je potrebno uvodenje Riemann-Stieltjesovog integrala.

Pretpostavimo da imamo realne funkcije f i G definirane na segmentu [0, T| te neka
sup = {to, t1,.... tn} 1 IT = {yo,y1, .., Yn} opet subdivizija i medusubdivizija segmenta
[0, T]. Tada mozemo definirati Riemann-Stieltjesovu sumu na sljede¢i nacin:

n
Sn=Su(p,I1) = )_ f(yi)(G(t:) — G(ti-1)).
i=1
Definicija 2.2 Ako limes S = lim;, .« S, (p, IT) postoji i ne ovisi o izboru subdivizije p i

medusubdivizije I1, tada S zovemo Riemann-Stieltjesov integral (RS integral) funkcije
f u odnosu na funkciju G na segmentu [0, T] i piSemo

T
5= /0 F(x)dG(x).



Navest ¢emo jo$ dovoljne uvjete za egzistenciju RS integrala. Dakle, RS integral postoji
ako su zadovoljeni sljedeéi uvijeti:

 Funkcije f i G nemaju prekide u istim tockama iz segmenta [0, T|;

 Funkcija f je ogranicene p-varijacije, a funckija G je ograni¢ene g-varijacije na [0, T|
za neke p,q > 0 takve da vrijedi % + % > 1.

No, sto se dogada kada jedan od uvjeta nije zadovoljen. Promotrimo sljedeci primjer:
neka je f(t) = G(t) = By(w), za fiksni w € Q. Zelimo izratunati fOT B;dB;. Ako krenemo
provjeravati uvjete za egzistenciju RS integrala, vidimo da je prvi uvjet zadovoljen jer
su obje funkcije f i G neprekidne gotovo sigurno.Takoder obje funkcije su ograni¢ene
2-varijacije na segmentu [0,T] paje p = q = 2. Medutim § + 3 =1 # 1. Dakle,
nisu ispunjeni dovoljni uvjeti da bi ovaj integral postojao u RS smislu. Stovise, moZe se
pokazati da ovaj integral ne postoji u RS smislu. Naime, ako RS integral postoji za sve
neprekidne funkcije f(x) na [0, T], tada je G(x) nuZno ograni¢ne varijacije. Buduéi da
trajektorije Brownovog gibanja nemaju ograni¢ene varijacije ovaj integral ne postoji u RS
smislu. Stoga uvodimo Itov stohastic¢ki integral.

Najprije definirajmo jednostavne slucajne procese.

Definicija 2.3 Slucajni proces C = (Cy, t € [0, T]) je jednostavan ako zadovoljava sljedece
zahtjeve:

1. Postoji subdivizija 77y = {to, t1,....tn},0 = tg < t1 < ... < t, = T segmenta [0, T] i
niz slucajnih varijabli (Z;,i = 1, ..., n) takvih da je E[Z?] < oo za svaki i za koji je

C: Zi/ te [ti—ll tl>
i = .
Ly, t=T

2. Niz (Z;,i = 1,...,n) adaptiran je na filtraciju {F,_,,i =1,..,n}, F,_ = c({Bs: s €
[0,ti_1]}), gdje je (B, t € [0, T]) standardno Brownovo gibanje na [0, T}.

Sada mozemo definirati Itov stohasticki integral jednostavnog procesa.

Definicija 2.4 Za (Cy, t € [0, T]) jednostavan slucajan proces, Itdv integral definiran je
na sljede¢i nacin:

L fOT CsdBs = 25;1 Zi(Bti - Btiq)

2. fo CsdBs = Zk ' Z;(Bt, — By, ,) + Zx(Bt — By, ,) = I;, uz dogovor daje Y-0_,(-) =0,
zat € [tk 1,tk>

Uocimo i da vrijede sljedeca svojstva:
1. [}k CsdBs =YX | Zi(By, — By, ,) = I,
2. [ CdB; =0
3. (It,t € [0, T]) je slucajan proces.

Navest ¢emo jo$ nekoliko bitnih teorema kojima su iskazana svojstva Itovog integrala.
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Teorem 2.1 Slucajan proces (I, t € [0, T]) je martingal u odnosu na prirodnu filtraciju
Brownovog gibanja F = {F;,t € [0,T]}, Fr = c({Bs: s € [0,t]}).

Teorem 2.2 (Itdva izometrija)

E[(/Otcsst)z] - /OtE[Cﬂds, te[0,T].

Teorem 2.3 (Linearnost Itovog integrala) Za konstante c; i cp te jednostavne slucajne
procese C1) i C() na [0, T] vrijedi:

t t t
/ <C1C(1)—|—02C(2)>dBS — / cW4B, + o / c@4pB..
0 0 0
Teorem 2.4 E[[;] =0, Vie [0,T].

Spomenut ¢emo i kako se racuna Itov integral kada je rije¢ o procesima koji nisu jednos-
tavni slucajni procesi.
Neka je (Cy, t € [0, T]) slutajan proces koji zadovoljava sljedece pretpostavke:

* C; je izmjeriva u odnosu na prirodnu filtraciju Brownovog gibanja F; = o({Bs, s €

[0,£]})
. fOTE[CSZ]dS < oo,

Sada moZemo iskazati lemu koja nam daje vaZan rezultat u racunanju opceg Itovog
integrala.

Lema 2.5 Ako slu¢ajan proces C = (C;, t € [0, T]) zadovoljava gore navedene pretpos-
tavke, tada postoji niz jednostavnih slucajnih procesa (Ct(n),t € [0,T],n € N) takvih da
je:

/OTE[(CS —c")ds >0, n— oo

Drugim rije¢ima, proces C mozemo dobro aproksimirati jednostavnim slucajnim proce-
som (Ct(n),t € [0, T],n € N) za dovoljno veliki n.

Konaéno, moZemo definirati Itov stohasticki integral procesa C

/ C.dB, = lim c< 4B,

n—o00

Mozemo reéi da je Itdv integral opceg procesa (Ct,t € [0, T]) limes u srednje kvadrat-
nom smislu niza Itévih integrala jednostavnih slucajnih procesa koji ga aproksimiraju
u smislu gore iskazane leme. Svojstva se nasljeduju od Itdévog integrala jednostavnih
slu¢ajnih procesa. Sada kada smo definirali Itov integral, preostaje nam jos do¢i do Itove
formule.

U klasi¢tnom diferencijalnom ratunu znamo da je df(g(t)) = f'(g(¢))g'(t). Nama
treba pravilo za kompoziciju funkcije f: R — R i trajektorije Brownovog gibanja t —
B(w), za fiksni w € Q. No zbog nenul kvadratne varijacije Brownovog gibanja nece
vrijediti df (B;) = f'(B;)dB;. Za to¢nu formulu moramo pretpostaviti da f: R — R ima
drugu derivaciju i tada vrijedi df(B;) = f'(B;)dB; + 3 f"(By)dt. To je jednostavna Itova
formula u diferencijalnom obliku. Ako Zelimo generalizirati Itovu formulu, definirat
¢emo najprije Itov proces.



Definicija 2.5 Neka je (B;,t > 0) Brownovo gibanje i ¥ = {F;,t > 0} njegova pri-
rodna filtracija. Itdv proces je slucajni proces (X;,t > 0) oblika X; = Xy + fot A(s)dBs +
fot 6(s)dBs, pri ¢emu je Xy Fp-adaptirana slucajna varijabla, a (A(t),t > 0) i (6(t),t > 0)
su JF-adaptirani slucajni procesi koji zadovoljavaju sljedece:

E[/Ot Az(s)ds] < o0, /Ot 16(s)|ds < oo,

Sljedeci teorem govori o Itovoj formuli za Itdév proces.

Teorem 2.6 Neka je (X, t > 0) [tov proces i neka je f(t, x) funkcija s neprekidnim parci-
jalnim derivacijama f(t, x), fx(t,x) i fxx(t,x). Tada YT > 0 vrijedi f(T, Xt) — f(0, Xp) =

I A XOdt+ [ Fo(b XOA()dB: + [ fo(t, X0)0(B)dt + 3 [T Fex(t, Xi) A2()dt.

Sada kada smo uveli bitne pojmove za razumijevanje stohastickih diferencijalnih jed-
nadzbi, mozemo ih definirati.

Potet ¢emo od deterministicke diferencijalne jednadzbe oblika dx(t) = a(t, x(t))dt, uz
pocetni uvjet x(0) = xo. Kako Zelimo uvesti slu¢ajnost u tu jednadzbu, rjeSenje x(t) za-
mijenimo slucajnim procesom (X;, ¢t € [0, T]). Tada dobijemo dX; = a(t, X;)dt, Xo(w) =
Y(w). RjeSenje ove jednadZbe ne zahtijeva stohasticki ra¢un, ve¢ ga mozemo dobiti
i primjenom neke od klasi¢nih metoda. Da bismo dosli do stohasticke diferencijalne
jednadZbe, uvodimo jos jedan slucajni proces. Stohasticka diferencijalna jednadzba je
jednadZba sljedeceg oblika:

dXt = a(t, Xt)dt + b(t, Xf)dBt, Xo(CU) = Y((U), (1)

pri ¢emu je (B, t > 0) Brownovo gibanje, a(t, x) i b(t, x) deterministicke funkcije. Jed-
nadzbu moZemo zapisati i u integralnom obliku

t t
X, :X0+/ a(s,Xs)ds—l—/ b(s, X )dB
0 0

te ju nazivamo Itova stohasticka integralna jednadZba. Prvi integral u jednadzbi je Ri-
emannov integral, dok je drugi Itov stohasticki integral. Interpretacija jednadzbe nam
kaze da je prirast dtX; = X;, 4 — Xt procesa (X, t € [0, T]) na [t,t + dt] uzrokovan pro-
mjenom vremena dt s faktorom a(t, X;) i promjenom Brownovog gibanja dB; = B, 4; — Bt
s faktorom b(s, X;). Brownovo gibanje nazivamo i pogonski proces stohasticke diferen-
cijalne jednadzbe. Ako u jednadzbi stavimo da je a(t,x) = 01 b(t,x) = 1 vidimo da je
Brownovo gibanje primjer difuzije.

Sljedeci teorem daje rezultat o egzistenciji i jedinstvenosti rjeSenja stohasticke dife-
rencijalne jednadzbe.

Teorem 2.7 Neka je E[X?] < oo ineka je Xj slu¢ajna varijabla nezavisna od Brownovog
gibanja (B, t € [0, T]) te neka Vt € [0, T] i x,y € R funkcije a(t,x) i b(t, x) zadovoljavaju
sljedece:

1. a(x) i b(x) su neprekidne
2. Zadovoljavaju Lipschitzov uvjet: |a(x) —a(y)|+ |b(x) —b(y)| < K|x —y|,L > 0.



Tada stohasti¢ka diferencijalna jednadzba (1) ima jedinstveno rje$enje na [0, T}.

Za dokaz vidi [13].
Za kraj ¢emo navesti primjer optimalne podjele u kojem se koriste stohasticke dife-
rencijalne jednadzbe.

Primjer 2.1 Imovinu u trenutku ¢t modelirat ¢emo slu¢ajnom varijablom A; i neka se ona
sastoji od nerizi¢ne financijske imovine koju ¢emo modelirati slu¢ajnom varijablom B; i
rizi¢ne financijske imovine K;. Tada je Ay = Bip: + Kiq¢, pri ¢emu je p; cijena nerizi¢ne, a
gt cijena rizi¢ne financijske imovine po jedinici. Pretpostavimo da ¢e se cijena g4; mijenjati
sukladno stohastickoj diferencijalnoj jednadzbi:

% = mtdt + 0dB, (2)

qt

koja sadrzi element slucajnosti, dok ¢e se p; mijenjati sukladno obi¢noj diferencijalnoj
jednadzbi

@ = rdt 3)

koja ne sadrzi element slucajnosti. Problem nam je odabrati odgovarajuée By, K; i C¢
da bismo optimizirali korisnost, pri ¢emu s C; modeliramo dio financijske imovine stav-
ljene u funkciju. Korisnost éemo u ovom slucaju shvatiti kao mjeru koja nam govori
koliko je dobara ulagac¢ ostvario nakon kreiranja nekog portfelja. Dobivamo stohasticku
diferencijalnu jednadzbu sljedeceg oblika:

dA; = Bidpy + Kedgy — Cidt. 4)
Uvrstavanjem jednadZzbi (2) i (3) u jednadzbu (4) dobijemo sljedece:
dAy = Byrtdt + Kug(7tdt + 0dB) — Cidt.
Sredivanjem gornjeg izraza u konacnici dobijemo da je:
dAy = Awar + A(1 — )t + Ai(1 — a)oBy — Cydt,

gdje je & = BA_r:t_ U ovom je primjeru vrijednost imovine A; dobro modelirana, ali je
problem pronaci « i C; tako da pove¢amo ocekivanje korisnosti U:

E [/000 U(Ct)eptdt} .

Primjer preuzet iz Karlin & Taylor ([9], str. 367).



3 Model difuzije

Dosli smo do glavnog dijela rada u kojem ¢emo definirati difuzije te navesti neka os-
novna svojstva i karakterizacije.

Ve¢ smo spomenuli kako difuzije mozemo definirati kao rjesenja stohastickih diferenci-
jalnih jednadzbi. Formalizirajmo tu definiciju.

Definicija 3.1 Difuzija (X;,t > 0) je slucajni proces koji zadovoljava stohasti¢ku dife-
rencijalnu jednadZbu sljedeceg oblika

dXt = “Ll(t, Xt)dt + O'(t, Xt)dBt,

pri ¢emu je (Bt > 0) Brownovo gibanje, a p i ¢ funkcije koje zadovoljavaju uvjete
Teorema 2.7.

Neka je (X;,t > 0) difuzija sa skupom stanja I ¢ije su krajnje tocke a i b tako da je I
jednog od sljedecih oblika: (a,b), (a,b], [a,b) ili [a,b]. Takoder postoji moguénost da je
a=—o0i/ilib = co.

Definicija 3.2 Za proces kaZemo da je regularan ako krenuvsi iz bilo koje tocke iz unu-
trasnjosti intervala I s pozitivnom vjerojatno$¢u mozemo do¢i do bilo koje druge tocke,
takoder iz unutrasnjosti intervala I.

Regularne procese mozemo preciznije objasniti i na sljede¢i nac¢in. Neka je T, slucajna
varijabla kojom modeliramo vrijeme prvog dolaska u stanje z € I. U slucaju da proces
nikada nije doSao do stanja z stavljamo da je T, = . KaZemo da je proces regularan
ako je

P(T, < oo | X(0)=x) >0,

gdjejea < x,z <b.
U nastavku rada, ako se ne kaze drugacije, promatrat ¢e se samo regularni procesi.

Ve¢ina Markovljevih procesa, kao i npr. Poissonov proces, zadovoljavaju sljedece svoj-
stvo:

.1
11113% EP(]X(h) — x| >e€| X(0) =x) = A(x,¢€),

gdje je A(x,€) nenegativna za mali e. No, svaki proces difuzije zadovoljava sljedece:
1
lim —P(|X(t+h) —x| >e| X(t) =x) =0, (5)
h—0 h

za svaki x € I'i e > 0. Ova relacija govori da su veliki pomaci malo vjerojatni na malim
vremenskim intervalima, za fiksan €. Takoder, tvrdnja moZe predstavljati formalni zapis
svojstva da su trajektorije procesa difuzije neprekidne g. s.

Difuzije su karakterizirane dvama osnovnim uvjetima koji daju ve¢u vrijednost relaciji
(5) i opisuju srednju vrijednost i varijancu infinitezimalnih pomaka. Definiramo ih na
sljedeci nacin:

lim ——E[X(£) = X(s) | X(s) = y] = p(y,s) ©)

t—wst—s



lim ;——E[(X(1) - X(5) | X(5) =] = 2(v,5). ”)
t=st—s
Napomena: Pretpostavljamo da spomenuti momenti postoje, za a < x < b.
Funkciju p(y, s) nazivamo parametar pomaka ili infinitezimalno o¢ekivanje, a funkciju
0?(y,s) parametar difuzije ili infinitezimalna varijanca. Op¢enito su to neprekidne
funkcije u varijablama y i s, dok je za regularne procese ¢?(y,s) pozitivna Vy € (a,b) i
s> 0.
Nadalje, definiramo prijelaznu funkciju gustoce p(x, t;y,s) kao

p(x y,5) = SP(X(H) < x| X(s) = ),

gdje je 0 < s < t. Sada relacije (6) i (7) moZemo zapisati pomocu prijelazne funkcije
gustoce

1
tgnt_ / (x =y)p(x, t;y,s)dx = u(y,s)
s 5 J|x—y|<e
i 1
= —1)?*p(x, ty,8)dx = (v, s),
im . — /|xy|<€<x Y>2p(x, Ly, 8)dx = 0%(y,s)

pricemujee >0,s >0, x € R.
Na taj nacin karakterizirali smo difuzije preko prijelazne funkcije gustoce.

Od sada smatramo da relacije (6) i (7) vrijede. Povrh toga, koncentrirat éemo se samo
na homogene slucajeve, tj. slucaje gdje u(y,s) = u(y) i c(y,s) = o(y) ne ovise 0 s, a
prijelazna funkcija gustoée ovisi samo o razlici (t —s) te moZemo pisati p(x,t — s;y).
Bez smanjenja opéenitosti moZemo pretpostaviti da je s = 0 i tada pisemo p(x, t;y).

Postoji i drugi nacin definiranja procesa difuzija, pomoc¢u Markovljevih procesa.

Definicija 3.3 Markovljev proces s neprebrojivim skupom stanja u neprekidnom vre-
menu i s gotovo sigurno neprekidnim trajektorijama nazivamo difuzija.

Prije nego nastavimo dalje, najprije éemo reéi nesto o Markovljevim procesima. Markov-
ljevi procesi obuhvacaju cijelu klasu slucajnih procesa.

Definicija 3.4 Slucajan proces (X;,t € T) je Markovljev proces ako je
P((l < Xy < b|Xt1 = X1, th = X, .. .,th = Xn) = P(El < Xy < letn = Xn), (8)

za proizvoljne t; < tp < --- < t, <t € Tix,xp...x, za koje je dobro definirana
prijelazna vjerojatnost.

Drugim rije¢ima, Markovljev proces je slucajan proces sa svojstvom da uz danu vrijed-
nost X; (sadasnjost) vrijednost X za s > t (buduénost) ne ovisi o X, za u < t (proslost).
Svojstvo u relaciji (8) naziva se Markovljevo svojstvo.

Takoder razlikujemo dva tipa Markovljevih procesa:

* Markovljevi procesi s diskretnim skupom stanja - Markovljevi lanci te razlikujemo
one u diskretnom i neprekidnom vremenu
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¢ Markovljevi procesi s neprebrojivim skupom stanja.

Alternativno se Cesto kaze da je slucajan proces (X(t),t > 0) difuzija ako je (X(¢),t >
0) Markovljev proces koji zadovoljava relaciju (5) te ako su u(y,s) i o(y,s) neprekidne

funkcije od y is.

3.1 Multivariatni proces difuzije

Ukratko ¢emo reci kako se definira proces difuzije kada je rije¢ o viSedimenzionalnom

skupu stanja, npr. neka je I = R". Nadalje, neka je X(t) = (Xy(t), Xa(t),.

vektor procesa. Definiramo infinitezimalne parametre:

lim 1E[Xi(t—i—h) —Xi(t) | X(t) =x = (x1,x2,...,%n)] = pi(x,1),i =1,2,...

h—0h

lim SE[X;(t+ ) — X(D)X;(t+ h) — X;(8) | X(8) = a] = 03 8),1,j = 1,...

h—0 h
Matrica ||o; j(x, t)||] mora biti pozitivno definitna.

Za momente viSeg reda vrijedi da su zanemarivi u odnosu na h, tj.:

o1
lim - E[X;(t + 1) — X | X(t)=x =0,

zai=1,...,n.

Primjer 3.1 Graf Brownovog gibanja

o, Xn(t))

Neka je s B oznaceno jednodimenzionalno Brownovo gibanje te neka je <§1) rjeSenje
2

stohasticke diferencijalne jednadzZbe:

Xm = dt,‘ X1 (O) = to
dXz = dB,' Xz(O) = X0 '

Sustav moZemo zapisati na sljede¢i nacin:

dX = udt +0dB;  X(0) = (;(O) ,
0

ri ¢emu je u = 1 10 = 0 . Drugim rije¢ima, graf Brownovog gibanja prikazali
p je u 0 1 g ) g g8 ja p

smo pomocu dvodimenzionalne stohasticke diferencijalne jednadzbe.

Primjer preuzet iz [13].
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3.2 Konzervativni procesi i difuzija sa zaustavljanjem

Za proces kazemo da je difuzija sa zaustavljanjem ako se trajektorije tog procesa po-
nasaju kao trajektorije regularnog procesa, sve do nekog slucajnog vremena i (moze
biti i co) kada je proces zaustavljen. Difuziju sa zaustavljanjem oznacavamo na sljedeci
nacin: (X(#),0 <t < ¢). Buduéi da smo ju definirali tako da je moguce da je i = oo,
to ukljucuje slucaj kada se zaustavljanje ne pojavljuje. Ako je p = co iz svake pocetne
totke X(0) = x, tada kazemo da je proces konzervativan i pisemo (X(t),+ > 0). Dakle,
regularni proces difuzije X(t) definiran na I je konzervativan ako je

P(X(t) € R|X(0) = x) = P(p > £ | X(0) = x) =1,

zasvakit > 0ix € I.

Mnogi autori dodaju karakteristi¢cnu tocku A, koju nazivamo "groblje" intervala I i time
prosiruju skup stanjau I UA s time da je X(f) = A za t > 1. Ova je konstrukcija tehnicka
i sluzi za osiguranje da je proces uvijek konzervativan na prosirenom skupu stanja I U A.
Za difuziju sa zaustavljanjem, za svaku tocku x postoji vjerojatnost k(x)dt + O(dt) takva
da ¢e proces biti zaustavljen u trajanju od (t, t + dt), dok je vjerojatnost 1 — k(x)dt + O(dt)
takva da zaustavljanja procesa nema. Uo¢imo da stopa zaustavljanja k(x) moZe ovisiti o
poziciji, ¢ak i o vremenu, ako dopustimo da k(x, t) bude funkcija vremena t i pozicije x.
Matematicki zapisano:

lim ~P(t < § < £+ 1 | X(£) = x) = k(x, £).
h—0 h

Primjer 3.2 Model populacije mutanata

a) Promatramo populaciju koja se sastoji od N ¢lanova. Vrijeme potrebno da se popu-
lacija promijeni je eksponencijalno distribuirano s parametrom A. Promjena podrazumi-
jeva slucajno odabranu jedinku koja umire i nezavisno slu¢ajno odabranu jedinku koja
¢e nositi potomka. Svaki potomak moZe mutirati s vjerojatnoS¢u p i stvoriti novi tip
mutanta. Jedinku nazivamo p-mutant ako je neki od njezinih predaka ukljuc¢ujuéi i nju
samu pokazao p-mutaciju.

Sa X(t) oznalimo broj O-mutanata u trenutku f i pretpostavimo da je X(t) = k. Pro-
matrajmo vremenski interval (t,t + &), za mali h. Broj X(t) ¢e se povecati za jedan ako
umre mutant reda 1 ili viSe i rodi se 0-mutant bez nove mutacije. Na kraju promatranog
vremenskog intervala (f,t + h) imamo:

X(t+h)=k+1, svjerojatnoscu )\h(NT_k) %(1 —u) +o(h). )
Sli¢no, imamo:
o k [k N —k
X(t+h)=k—1, svjerojatnoséu Ahﬁ [Ny + T] +o(h), (10)
te
o N—-k/N—-k k k k
X(t+h) =k, svjerojatnoséu 1—Ah+Ah {T (T + Ny) + Nﬁ(l - y)} +o(h).
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Naravno, X(t+h) =1, pri temu je | # k, k — 1, k + 1 realizira se s vjerojatnosc¢u o(h).
Ocekivano vrijeme izmedu promjena je % Stoga je prosjecno trajanje jedne generacije
jednako &. Razmotrimo Yy(t) = % koji predstavlja proporciju 0-mutanata u vremenu
t. Ubrzat ¢emo promjenu (A — oo) i staviti da N — oo tako da se Y (t) ponasa priblizno
jednako kao proces difuzije pri ¢emu ce jedna jedinica vremena odgovarati priblizno N
generacija originalnog procesa. U tu svrhu stavimo da je A = N2.

Neka je:
X(t+h)— X(t
ApYN(t) = YN(E+h) = Yn(t) = ( 121 )

Sada ¢emo, pomocu (9) i (10) te ako stavimo da je Nx = kih = %, racunati srednju
vrijednost o¢ekivane promjene:

FEB) 1Y) = 2] = o | = = (e 2] + 2 an

hN N\N N h
Neka je p = z\%' 0 fiksan i A = NZ2. Tada se desna strana relacije (11) reducira na
—uN[£]+0(1), 8to tezi u —0x. Slitan rat¢un vodi nas do sljedece relacije:
tim 2E[{A (D) | Yi(t) = = = x] = 2x(1 - %)
h—0 h N

i takoder: .
. 4
lim 2 E| {8 Yw ()} | Ya() = x| =0,

Dakle, dobili smo aproksimaciju modela difuzijom sljede¢eg oblika:

dX = —0xdt + /2x(1 — x)dB.

Ako pogledamo kategorizaciju Pearsonovih difuzija u 4. poglavlju, zaklju¢ujemo da je
dobivena difuzija Jacobijeva, uz reparametrizaciju a = 0, b = 6.

b) Sada promatramo isti proces koji se zaustavi kada se stvori prvi 2-mutant. Neka
je Z(t) broj 1-mutanata u trenutku ¢ te pretpostavimo da se 2-mutanti jo§ nisu pojavili.
MozZemo tvrditi da:

Pejr1(t,t+h) = P(Z(t+h) =k+1| Z(t) = k) = )\hN—_k [N—_ky—i— k(l —u)| +o(h).
N N N

Prelazak Z(t) = k u Z(t +h) = k+ 1 zahtijeva smrt jednog od 0-mutanata i onda ili

rodenje novog 1-mutanta ili mutacija 0-mutanta bez zaustavljanja procesa, odnosno bez

formiranja 2-mutanta. Sli¢cnim promatranjem zaklju¢ujemo:

Poxa(t t+h) = Ah [%NT_I{(l )] +o(h),
Pup(bt+h) =1 — A+ Al [(NT_k>2(1 i (N fa - y))] +o(h),
Pk,j(t,t-l—h):o(h), za j£kj#Ak—1,j#k+1,
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i kona¢no
P(2 — mutant je stvoren i proces staje u(t,t +h) | Z(t) = k) = Ah%y +o(h).

Neka je p = ]%. Ako je Z(t) reda N i dogadaj se dogodi brzo, tada se 2-mutanti stvore
gotovo trenuta¢no. Ali ipak, ako je Z(t) mali i ako je A takoder mali prvo vrijeme nasta-
janja dvostrukog mutanta, moZze biti jako dugacko. To¢an razmjer dogadaja koji vode do
uspostavljajna ravnoteZe zahtijeva A = N ? i samo ako je Z(t) reda v/N postoji netrivi-
jalna vjerojatnosna distribucija za vrijeme nastajanja 2-mutanta. S ovim normalizacijama
A= N%,y =&, Z(t) = xv/Nje:

Tada je:

REBZN () | Zu() = x) = vt o { (1= ) [ (1- ) g+ o= (1- )|

x x 0
——(1-—=)(1- = 1).
(o) (-3} o)
Limes kada N — oo je jednak 6. Analogno dobijemo:
lim LE[{A,Zn (D)} | Zn(t) = x] = 2x.
h—0h
Infinitezimalna stopa zaustavljanja za Zy(t) = x = \/LN je
1.k
hh—I>Iolo —/\hﬁy = Ox.

Na taj nacin aproksimirani proces moZemo identificirati s procesom difuzije sa zaustav-
ljanjem pri ¢emu je:

u(x) =0, o*(x)=2x, k(x)=6x.

Primjer preuzet iz [9].

3.3 Vrijeme prvog zaustavljanja

U ovom poglavlju napisat ¢emo nesto viSe o vremenu prvog zaustavljanja u nekom sta-
nju, npr. ako imamo proces kojim modeliramo cijene kretanja dionica moze nas zanimati
kada ¢e vrijednost neke dionice prvi put iznositi 10 000 kuna. Vrijeme prvog zaustavlja-
nja igra vaznu ulogu u proucavanju jednodimenzionalnih difuzija.

Definicija 3.5 Vrijeme prvog zaustavljanja slucajnog procesa {X(t),0 < t < ¥} u stanje
z definiramo na sljedeci nacin:

[ X(t)#zza 0<t <y
= inf{t > 0;X(t) =z}, inace '
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Takoder koristimo i zapis
T+ =T,, =T(a,b) =min{T(a),T(b)} = T(a) NT(b)

za vrijeme prvog zaustavljanja u stanju a ili b, tj. prvi put kada je X(t) = a ili X(t) = b.
Za proces X(t) za koji je X(0) = x, x € (a,b) definiramo i vrijeme izlaska iz intervala
(a,b):

T(a,b) =inf{t > 0;X(t) & (a,b)}.

Primjer 3.3 Neka je 0%(x) = 1 te neka je

_ I
) 12§A_\/¢)\IA;%¢, $>0,A<0
L32a $=0,A<0

pri ¢emu je I, modificirana Besselova funkcija. Distribucija vremena zaustavljanja u
0, difuzije koja krece iz xp sa spomenutim infinitezimalnim parametrima je inverzna
normalna distribucija s parametrima (A, x3, 9).

Primjer preuzet iz [4].
Napomena: Besselov proces je grani¢ni slucaj difuzije iz prethodnog primjera kada A i
Y idu u 0, a poznato je da se Besselov proces ne zaustavlja u 0 g.s.

3.4 Kako iz slucajnog procesa prepoznati difuziju?

U ovom dijelu dat éemo neke kriterije pomocu kojih éemo mo¢i redi je li pojedini Mar-
kovljev proces ujedno i proces difuzije. Najprije ¢emo definirati standardni proces.

Definicija 3.6 Jaki Markovljev proces (X(t),t > 0) nazivamo standardni proces ako
njegove trajektorije zadovoljavaju sljedeéa svojstva:

1. X(t) je neprekidan zdesna, tj. za svaki s > 0 vrijedi
lim X(t) = X(s)
t—sT

2. Limes slijeva od X(t) postoji, tj.
lim X(t)postoji,Vs > 0

t—s—

3. X(t) je neprekidan slijeva u Markovljevim vremenima, tj. akosu T} < T, < ...
Markovljeva vremena koja konvergiraju u T < co tada je

lim X(T,,) = X(T)
za T < oo,

Napomena: Definicija je dana samo za procese bez zaustavljanja.

Takoder, zadnje svojstvo naziva se i kvazi-neprekidnost slijeva jer ne govori da su trajek-
torije neprekidne slijeva, ve¢ samo da skokovi nisu prediktivni. Npr. Poissonov proces
je standardni proces koji sadrzi isprekidane skokove. Slu¢ajna vremena T, = T — +, gdje
je T vrijeme prvog skoka, nisu Markovljeva vremena. Vrijedi i da svaki jaki Markovljev
proces (X(t),t > 0), koji je neprekidan po vjerojatnosti i podloZzan uvjetima regularnosti,
ima svoju modifikaciju (X(t),t > 0) koja je standardni proces.
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Definicija 3.7 Slucajni proces je neprekidan po vjerojatnosti ako za bilo koji € > 0i
s > 0 vrijedi:
Lim P(|X(t) — X(s)| > €) =0. (12)

t—s

Svojstvo (12) zadovoljava vecina slucajnih modela pa moZemo pretpostavljati da je Mar-
kovljev proces ujedno i standardni proces. Dovoljan uvjet da bi standardni proces bio
difuzija ispunjavanje je Dynkinsova uvjeta:

TP(X(t+1) = X(0)] > €| X(t) =x) +0, za e>0.

Idu¢i teorem potvrduje dovoljnost ovog uvijeta.

Teorem 3.1 Neka je (X(f),t > 0) standardni proces i neka vrijedi Dynkinsov uvjet. Tada
je (X(t),t > 0) difuzija.

Za dokaz vidi [9].
Kao posljedicu ovog teorema imamo sljede¢u lemu:

Lema 3.2 Ako standardni proces zadovoljava sljede¢i uvjet:
1
lim —E||A,X(8)|P | X(t) =x| =0
lim —E[|AX(8)]" | X(¢) = ]

za neki p > 2, uniformno za x iz nekog kompaktnog podskupa od (a,b) i t iz nekog
konat¢nog segmenta [0, N|, tada je zadovoljen Dynkinsov uvjet.

Primjer 3.4 U primjeru pokazat ¢emo da Ornstein-Uhlenbeckov proces zadovoljava Lemu
3.4. OU proces definirat ¢emo kao rjesenje stohasticke diferencijalne jednadzbe sljedeceg
oblika:

dX, = —0X(t)dt + v/20dB,,

pri ¢emu su infinitezimalni parametri dani s
u(x)=—0x i o(x)=26.
Prijelazna funkcija gusto¢e OU procesa je normalno distribuirana i dana s
p(y, b;x) = N(xe %, 1 — 7201,
Vidi [1].

Neka je p = 3. Nakon Sto raspiSemo uvjet iz leme trebamo pokazati sljedece:

%%%[\E[X(ﬂrhf | X(#) = 2] =3xE[X(t+h)* | X(t) = 2] +3x?E[X(t+1) | X(t) = x] —x3\] =0.

Bududi da je prijelazna funkcija gustoc¢e normalno distribuirana, znamo sve momente
koji su nam potrebni, ;.
E[X(t+h) | X(t) = x] = xe %,

E[X(t+h)? | X(t) =x] = E[X(t+h) | X(t) = x]* + Var(X(t+h) | X(t) = x)

—26h 2 —26h
=1-—e + x“e ,
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E[X(t+h)®| X(t) =x] = E[X(t+h) | X(t) = x]® +3E[X(t + h) | X(t) = «]
Var(X(t+h) | X(t) = x)
— x3e—39h +3x(€—9h . e—39h).

Uvrstavanjem i sredivanjem momenata u danom uvjetu u konacnici dobijemo

limy, o 7 [x?’e*g’eh + 3xe =" — 3xe=30h _ 3x3e=20h _ 3y 4 3xe= 20 4 3x3e— 01 — xS]

= limy_0 4 [x?’(e_eh —1)3 4 3xe (1 — 720" —3x(1 — e‘zeh)}
= 0+ 3xlimy_yo = limy,o(e=® — 1)

= 0+3x-20-0=0

Dakle, Ornstein-Uhlenbeckov proces po Lemi 3.4 zadovoljava Dynkinsonov uvijet, tj.
Ornstein-Uhlenbeckov proces je difuzija.

Sljedeci kriterij kojim provjeravamo ima li neki jednodimnezionalni slucajni proces,
koji ne mora nuZzno posjedovati jako Markovljevo svojstvo, neprekidne trajektorije je
Kolmogorovljev uvjet. Neka je (X(t),t > 0) slucajni proces koji zadovoljava sljedecu
nejednakost:

E[1X(t) = X(s)|"] < Clo(t) — p(s)["**,

zasves,t > 0, pri ¢emu su &, 7y i C pozitivne konstante neovisne o s i t te ¢ je neprekidna
neopadajuca funkcija. Tada postoji modifikacija X (#) s neprekidnim trajektorijama.

Primjer 3.5 U ovom primjeru pomocu Kolmogorovljevog uvjeta pokazat ¢emo da Ornstein-
Uhlenbeckov proces ima neprekidnu modifikaciju. Neka je OU proces zadan kao i u
prethodnom primjeru te neka je ¢ = 4. Kako je funkcija prijelazne gusto¢e OU procesa
normalno distribuirana slijedi da je (X; — X5) ~ A (0,2(1 — e~2(/=%))). Dakle, ra¢unamo

E[|X; — Xg|*] =3-2%(1 — e7200=5) )% — 48(1 — e 20(=9))* < 48. 20|t — s|* = 960|t — s|*.
Pokazali smo da OU proces ima modifikaciju s neprekidnim trajektorijama.

Ako je rije¢ o n-dimenzionalnom procesu, Kolmogorovljev uvjet mozemo iskazati i
na sljedeéi nacin:
E[|X(8) = X(s)["] < Clo(t) — 9(s)[""*,

pri ¢emu su &,y i C pozitivne konstante.

3.5 Klasifikacija granica regularnih difuzija

U ovom poglavlju usmjerit ¢emo se na noviji nac¢in klasifikacije ponasanja procesa u
blizini granica intervala na kojemu je proces definiran. Radit ¢emo samo s regularnim
procesima. Dakle, neka je (X;,t > 0) regularna difuzija definirana na intervalu I = (I, r).
Pretpostavljamo da su za x € (I, r) dobro definirani parametar pomaka y(x) i parametar
difuzije o (x).

Analizu ¢emo provoditi na lijevoj granici /, dok su rezultati za desnu granicu r analogni.

16



Najprije pustimo da 4 opada prema [/ na sljedeci nacin:

u(x) =u,p(x) =P(T, < T, | X(0) =x), I<a<x<b<r (13)

v(x) = vap(x) = E[T,p | X(0) =x], I<a<x<b<r, (14)

pri ¢emu je T, vrijeme prvog prelaska u stanje a, a T,;, = min{T,, T, }. Definiramo gus-
to¢u skaliranja s(():

x _ & [
s = [ sy —e Tl
xp
gdje su xp,lo € (I,r) fiksne. Nadalje, uvodimo mjeru, S[J] zatvorenog intervala | =
[c,d] C (I,r) definiranu na sljede¢i nacin:
S[J] = Slc,d] = S(d) — S(c).
Primijetimo daje 0 < S[c,d] < o zal <c<x <d <rtedaje

Slc,d] = S[c,x] +S[x,d|, za I<c<x<d<r. (15)

1
o2 (x)s(x)

Na sli¢an nacin, pomoc¢u gustoce mjere brzine m(x) = uvodimo mjeru brzine M

d
MIJ| = Mie,d] = [ m(x)dx, ] =led]  (1,7).
C
Za ] =|c,d] C (l,r), M[]]je pozitivna i kona¢na.
Sada relacije (13) i (14) moZemo zapisati na sljedeéi nacin:

]
K

92)

la, x
Sla,b

u(x) =ugp(x) = I<a<x<b<r, (16)

b

o) = 003(6) = 2{u(x) [ Sl MO + 1= ()] [ Sla,mamon b @7)

Zbog nenegativnosti mjere S i relacije (15) slijedi da je S[a, b] monotona u a za fiksan b te
mozemo definirati S{I,b] < oo na sljedeéi nadin:

S(I,b] =limS[a,b] < oo, I<b<r.

a—l
Ukoliko je [a,b] C (I,r) tadaje 0 < S[a, b] < oo. Kao posljedica toga i relacije (15) vrijedi
da je:
S(I,b] = zaneki be (l,r)

ako i samo ako je:
S(l,b] =00 Vb e (l,r).

Podsjetimo se da je za svaku trajektoriju koja kre¢e iz X(0) = x u (a,b) vrijeme
prvog zaustavljanja u stanje 2 monotono nerastuéa funkcija u a. Stoga moZemo definirati
slucajno vrijeme T;y = lim,_,;+ T, < oo. Pokazimo da je T;. = T;. Kada je X(0) = x u
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(a,b) je T, < T; teje onda Tjy = lim,_+ T, < T;. Akoje Tj, = co tadaje T) = Tj, = oo,
stoga pretpostavljamo da je T;, < co. Zbog neprekidnosti trajektorija imamo

X(Tyy) = lim X(T,) =lima =1 > —co

a—l

kadaje Tj, < ooitadaje Tjy > T; = inf{t > 0,X(t) = I}. Bududi da smo pokazali da je
Ti. <T;iTyy > T slijedi da je Tj; = T; < 0. Primijetimo da je T; definiran ¢ak i kada !
nije moguce stanje i u tom slucaju je T; = oo.

Lema 3.3 1. Neka je S(I,x] < oo za neki xg € (I,r). Tada je

P(T), <Ty | X(0)=x) >0, Vi<x<b<r.

2. Neka je S(I,x9] = oo za neki xg € (/,r). Tada je
P(Tl+<Tb|X(O):X):0, Vi<x<<b<r.

Napomena: Za a # b € (I,r) ne moZe biti T, = T, jer trajektorija ne moZe u isto vrijeme
poprimati dvije razli¢ite vrijednosti.

Definicija 3.8 Granica ! je privlateéa ako je S(I,x] < oo, za bilo koji x € (I,7).

Primjer 3.6 Za standardno Brownovo gibanje granica | = —oo nije privlaceca bududi
da je S[a,x] = x —a i S(—o0,x] = oco. Ako pretpostavimo da je parametar pomaka
u = —a <0, tada S[a,x] = ¥ — 2" — ¢2¥ < co kada a — . Tadaje | = —o0

privlaceca granica za Brownovo gibanje s negativnim parametrom pomaka.

Iz primjera uo¢avamo da privlac¢eéa granica ne mora nuzno biti u skupu stanja procesa.

Iz relacija (16) i (17) vidimo da je:

Sla,x] b
lim E[T; A Ty] = lim E[T, A Ty = lim 25 [[a” b’;] sz plam(g)
25[x,b] [*
im0 [ Sla, (o)

Ako pretpostavimo da je granica [ privlaceca, tada je lim,_,; % konacan i pozitivan,

kaoilim,_,; % Slijedi da je:

X
HmE[T, A Tp] < oo akoisamoako lim | S[a,{]dM({) < oo.

a—l a—l Ja

Sada moZemo definirati:

X

£(1) =lim [ Sla, 1AM () = [ S0, 2am()
= [ stnanfmi@ac = [ [*mi@ac fsmn

= [ Min, s (y).
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Definicija 3.9 Za granicu [ kaZzemo da je:
1. dostizna ako je (1) < oo

2. nedostizna ako je X(I) = oo.

Ako je () < co tada je S(I, x] < co odnosno, ako je | dostizna, tada je i privlaceca. Za
nedostiznu granicu to ne vrijedi.

Primjer 3.7 Pretpostavimo da imamo Brownovno gibanje s negativnim parametrom po-
maka. U prethodnom primjeru vidjeli smo da je I = —oo privlaceca, ali i nedostiZzna jer
je ocekivano vrijeme potrebno za dostizanje [ ili b iz bilo kojeg stanja x < b beskonac¢no.

Lema 3.4 Neka je | privlaceca granica i pretpostavimo da je/ < x < b < r. Tada su
sljedece tvrdnje ekvivalentne:

1. P(T) < oo | X(0) = x)
2. E[TAT, | X(0) =x] < o0
= [ ${L,yldM(n) <

Dokaz se moZze pronaci u [9].

Mozemo reé¢i da X(I) mjeri vrijeme potrebno da proces dode do granice ! ili nekog
drugog stanja b krenuvsi iz bilo koje totke x < b iz intervala (/,7). Nadalje, uvodimo
sljedece funkcije:

M(l, x] = lim M|a, x]

a—l

N() = [ Sl xldM(y) = [ M{1,2JdS (@),

M(1, x] mjeri brzinu procesa u blizini granice I, dok N(I) mjeri vijeme potrebno da proces
dode do stanja x € (I, r) krenuvsi iz I. Novija klasifikacija grani¢nog ponasanja temelji
se na vrijednostima sljede¢ih funkcija S{I, x|, %(1), N(I) i M(I, x].

Lema 3.5 Vrijede sljedece relacije:
1. S(I,x] = 00 = X(I) = oo;
2. X(1) < o0 = S(I,x] < o0
3. M(l,x] =00 = N(I) = o0;
4. N(I) < 00 = M(l,x] < oo;
5. 2(1)+ N(I) = S{I, x| M{(l, x].

U sljedecoj tablici prikazane su moguée kombinacije kona¢nih ili beskonac¢nih vrijednosti
navedenih cetiriju funkcija.
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Sta] [ M [ 2(0) [ND)
< o0 < 00 <o | <o
< 0 = 00 <0 | =0
< 0 = =0 | =
= 0 < 0 =0 | =
= 0 = = 0 =
= 0 < 0 =0 | <o
Tablica 1.

Po Felleru postoje Cetiri vrste granica:
* regularna

* izlazna

¢ ulazna

* prirodna

U nastavku navodimo dovoljne uvjete za Fellerovu klasifikaciju granica.
Za granicu | kaZzemo da je regularna ako vrijedi:

S(l,x] <oo i Ml x] < oo.
Proces moZe i udi i izadi iz regularne granice.
Da bi granica bila izlazna mora vrijediti:

() <oo i Ml x]=oo.

Ako kre¢emo iz I, nije moguce do¢i ni do jednog stanja b € (I,r) bez obzira koliko je
blizu. Dakle, stanje / smatramo apsorpcijskim stanjem difuzije.

Granica ! je ulazna ako vrijedi da je:
S(l,x] =00 i N(I) < oo.

U [ nije moguce dodi iz bilo kojeg drugog stanja iz unutrasnjosti skupa stanja, vec je
prirodno smatrati da proces krece iz stanja /.

Za granicu | kaZemo da je prirodna ako vrijedi da je:

Proces ne moZe kretati iz stanja / te ne moZe u kona¢nom vremenu dodi do njega.

Primjer 3.8 Besselov proces

Besselov proces (Y(t),t > 0) s parametrom « > 0 jednodimenzionalna je difuzija defini-
rana na [0, c0) s infinitezimalnim parametrima:

_zx—l

u(x) = 7 i ?(x)=1.
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Prijelazna funkcija gustoc¢e Besselovog procesa sljedeceg je oblika:

24y
p(x, t;y) = ¢ 2;72‘1/"‘_11,,(;2 (ﬂ>, t>0, x,y>0,
txy) 2 T\ 2

pri ¢emu je I,(z) modificirana Besselova funkcija definirana na sljedeci nacin:

_ 2
bo(z) = k:zo KT(k+o+1)

Gustoca skaliranja i gusto¢a mjere brzine dane su sljede¢im relacijama;

7

s(;/l) = gffﬂ(‘xfl)%z = ;7170‘
4 ~_727% akoje a #2
— 1-a — 2—u 4 J
S(C)_A 17 dﬂ_{ lnC, akOje 06:2’

m(x) =n*L.

Promatrat ¢emo lijevu granicu koja je 0. Imamo
20) = [ [ mpan]s@az = [ Lo gograg
b L m)an ~Jo a

1 L ) < oo, akoje a <2,
=.(fe d€—1>—{

=oo, akoje a > 2.

NO) = [ [ [ st@a]minan = 2 [ =

o

1 L 1\ | <oo, akoje a>0,
eV d”_i)_{

2—« =00, akoje a=0.

Sada moZemo zakljuciti da je granica 0:
¢ ulazna akoje o > 2
* regularna akoje 0 <a <2

e izlazna ako je « = 0.

Primjer preuzet iz [9].
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3.6 Kolmogorovljeve jednadzbe

Neka je (X(t),t > 0) difuzija definirana na skupu stanja I = (I,r). Prvo definiramo
infinitezimalni generator difuzije na sljede¢i nacin:

o  tim TS — £

t—0 t !

pri Cemu je
Tif(x) = [ Fw)plx i)y = EIF(X(1) | X(0) = x].

Infinitezimalni generator dobro opisuje kretanje difuzije na infinitezimalnom vremen-
skom intervalu, tj, vrijedi:

E[f(X(h)) = f(X(0)) | X(0) = x] = T f(x) = f(x) = hGf(x) +o(h).
Domena infinitezimalnog generatora sljedeceg je oblika
D(G)={feC(I)NC*1I):Gf € Cy(I) i f zadovoljava grani¢ne uvjete za [ i r},

pri ¢emu je C2(I) skup svih neprekidnih, dva puta diferencijabilnih funkcija na I, a
grani¢ni uvjeti koji moraju biti zadovoljeni su:

* ako je e regularna ili izlazna granica mora vrijediti:

lim f(x) =

x—e
* ako je e ulazna granica mora vrijediti:

- flx)
lim (%) =0

e ako je e prirodna granica, nisu potrebni nikakvi uvjeti sve dok je f,Gf € Cy(I).
U jednodimenzionalnom slucaju G definiramo na sljedeci na¢in:

o?(x)

67(x) =) 0) + T ) = S (LEY, e

m(x)

pri ¢emuje p € C(I)ic € C*(I), o(x) >0, Vx € I.

Sada ¢emo iskazati Kolmogorovljevu jednadZbu unaprijed i unatrag za difuzije. Neka
je (X(t),t > 0) regularni, homogeni proces difuzije na intervalu I = (a,b). Pretposta-
vimo da su y(x) i o(x) neprekidno diferencijabilne funkcije i da je o(x) > 0,Vx. Tada za
t > 0 proces difuzije ima prijelazne vjerojatnosti p(x, t; y) koje su jedanput diferencijalne
po t i dva puta diferencijalne po x. Najprije ¢emo iskazati Chapman-Kolmogorovljevu
jednadzbu:

p(x,s+ty) = /_O:O p(x,s;z)p(z,t;y)dz. (18)
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Ako u (18) od obje strane oduzmemo p(x, t;y), zatim podijelimo sa s i stavimo das — 0
dobijemo da lijeva strana jednakosti teZi prema %p(x, t;y), a na desnoj strani dobijemo
sljedece:

.1

lim <(E[p(Xs, ;y)|Xo = x] = p(x,1;y))- (19)

s—0 s

Zatim razvijemo po Taylorovom razvoju oko x za fiksne ¢, y:

9 1 >
P(Xs,t5y) = plx by) + (Xs = 1) 5 plx by) + 5 (Xs = x)* 5 p(x, Hy) + O(1Xs — x[).

Relaciju (19) pomoc¢u svojstava difuzije moZemo zapisati na sljede¢i nacin:

9 RTINS _
px)5zp(x by) + 50°(x) 5 5p(x b y).

I tako dolazimo do Kolmogorovljeve jednadzbe unazad

ap(x, by) 1 5, 9*p(x,ty) ap(x, t;y)
5t 20 W )1

MoZemo uociti da Kolmogorovljeva jednadZba unazad sadrzi infinitezimalni generator
u sebi, tj. vrijedi %—t = Gp. Sli¢no se izvodi i Kolmogorovljeva jedandzba unaprijed

. 2
W _ %aa—yz [az(y)p(x, t;y)] — % [u(y)r’(x, t?y)}-

Ta jednadzba poznata je i pod nazivom Fokker-Planckova jednadzba. Uz Kolmogorov-
ljevu jednadzbu unaprijed veZemo i stacionarnu distribuciju. Ako postoji rjesenje 1 (y)
vremenski nezavisne Kolmogorovljeve jednadzbe unaprijed

35 W) = S WY =

tada je to rjeSenje ujedno i funkcija gustoce stacionarne distribucije odgovarajuée difuzije.
Ako jednadZba nema rjeSenja, tada funkcija gustoce stacionarne distribucije odgovara-
juce difuzije ne postoji.

Primjer 3.9 Ornstein-Uhlenbeckov proces

Difuzija X koja je rjeSenje stohasticke diferencijalne jednadzbe
dX(t) = —60(X(t) — w)dt + V2602dB;, t>0 (20)

naziva se Ornstein-Uhlenbeckov proces. Skup stanja Ornstein-Uhlenbeckove difuzije je
R. Infinitezimalni parametri ovoga procesa dani su sljede¢im izrazima:

u(x) =—0(x—pu) i o(x)=v200?
dok je infinitezimalni generator sljedeceg oblika:
Gf(x) = —0(x —p)f'(x) +0°f"(x), x€R
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Ako gustocu skaliranja s(x) i gustoéu mjere brzine m(x) definiramo sljede¢im izrazima

(x—p)? 1 _=p?
s(x) =e 202 , m(x) = —se 2?2 ,
(x) (x) = 53

infinitezimalni generator moZemo zapisati i kao:

(x—p0)? (r—p0)?
Gf(x) = 6o’ 22 dd—x(e 22 f’(x)), x € R.

JednadZbom (20) opisan je opceniti oblik Ornstein-Uhlenbeckovog procesa. Vasicek
je koristio specijalnu parametrizaciju OU procesa za modeliranje kratkoro¢ne kamatne
stope. Zbog toga je ova difuzija poznata i pod nazivom Vasi¢ekov model. Ako difuziju
zapiSemo pomocu jednadzbe:

dX(t) = —0X(t)dt +200°dB;, t>0,
s parametrima:
u(x) = —6x i o(x) = V200?

Kolmogorovljevu jednadzbu unazad moZemo zapisati kao:

2
P _ 929 P _ g P

ot o2 Yox

Jedinstveno rjeSenje Kolmogorovljeve jednadZbe unazad dano je kao prijelazna funk-
cija gustoce:

t>0, —oo<x, y>oo.

p(x, ty) = (0?(1 — e 29, xe %, y),

pri ¢emu je ¢(t, x, ) Gaussova jezgra definirana na sljedeci nadin:

1 (y—x)2

t/ ’ = 2

zat >0, —oo < x, y < oo. Prijelaznu funkciju gustoce eksplicitno moZemo zapisati kao:

p(x, ty) = @(02(1 — ezm)fxe“,y)

—xefet 2 —
_ 1 ei%(lie Zet)
V2mo2(1 — e~ o)
1 _M(l_efﬂt)

= e 202

Co2n(1 —e )

Kolmogorovljeva jednadZba unaprijed je dana sljedeéim izrazom:

2
3_22 — %%(Uz(x)p) - %(y(X)P)-

Kako smo ve¢ ranije rekli, uz Kolmogorovljevu jednadZbu unaprijed veZzemo i funk-
ciju gustoce stacionarne distribucije. Dakle, ukoliko postoji rjeSenje (x) vremenski
nezavisne Kolmogorovljeve jednadZbe unaprijed

2
2P @YD) — () p(x) = 0,
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tada je to rjeSenje upravo funkcija gustoce stacionarne distribucije. Za Ornstein-Uhlenbeckovu
difuziju funkcija gustoce stacionarne distribucije je oblika:

1 2

§ix) = e

Pogledajmo jos$ graficki prikaz simulacije trajektorije Ornsten-Uhlenbeckova procesa

Ornstein-Uhlenbeckov proces

0 1 2 3 4
L |

-1

-2
|

| | | | |
0 2 10 15 20

\rijeme

Slika 1. Ornsten-Uhlenbeckov model s parametrima 6 = 0.05, o =1, u=1

Primjer 3.10 Vasicekov model

Vasicekov model jedan je od standardnih modela kojima se modelira promjenjiva ka-
matna stopa r;. Stohasticka diferencijalna jednadZba kojom opisujemo promjenu ka-
matne stope je oblika

t t
rt:ro—l—c/ [y—rs]ds+(7/ dBs, te]0,T], (21)
0 0
Sto moZemo zapisati i u diferencijalnom obilku:
dry = clu —ry|dt +0dBy, t€0,T],

pri ¢emu su c, u, 0 pozitivne konstante. U ovom modelu, kamatna stopa ¢e fluktuirati
oko svog ocekivanja p. Ukoliko r; odstupi od svog ocekivanja, vrlo brzo se vraca, od-
nosno kada je 7(t) > u, tada je drift negativan te vraca difuziju prema o¢ekivanoj vrijed-
nosti. Isto tako kada je r(t) < u drift je pozitivan te opet vraca difuziju prema ocekivanoj
vrijednosti. Takoder, brzina povratka u ocekivanje definirana je parametrom c. Parame-
tar o predstavlja volatilnost procesa. RjeSenje jednadzbe (21) dano je sljede¢im izrazom:

t
}"t = }"067(11’ —|— ]/l(l - e_Ct) + (TeCt/ eCSdBS'
0
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Pretpostavljamo da je o konstanta te je tada r Gaussovski proces. Ako uzmemo da je
i = 0 vidimo da je Vasi¢ekov model specijalan slu¢aj Ornstein-Uhlenbeckova procesa uz
reparametrizaciju ¢ = 6 i ¢ = v2602. Ocekivanje Vasi¢ekova modela je

Elrs] = roe " + u(1 — &%),
a varijanca

o’ —2ct
Var(r) = 2_c(1 —e ).

Kada t — oo, sluajna varijabla r; konvergira po distribuciji u NV (p, %) Kako je r¢
normalno distribuirana slucajna varijabla, s pozitivhom vjerojatnos¢u moguce su nega-
tivne vrijednosti. Upravo je to problem Vasi¢ekova modela jer kamatne stope ne mogu

poprimati negativne vrijednosti. Medutim, ako je t velik, a 5- mali u usporedbi s y, tada
1+ s vrlo malom vjerojatno$¢u poprima negativne vrijednosti.

Primjer preuzet iz [15].

3.7 Spektralna reprezentacija prijelazne funkcije gustoce

Uz pojam infinitezimalnog generatora veZemo i spektralnu reprezentaciju prijelazne
funkcije gustoe. Vazno je poznavanje spektra infinitezimalnog generatora. Spektar
moZemo razdvojiti na dva dijela, na diskretan i esencijalni dio.

Realni broj A nalazi se u spektru o(H) hermitskog operatora H ako i samo ako je

e((A—6,A+3)) £0, Vo> 0.

Kazemo daje A € o(H):

e u diskretnom dijelu spektra od H, oznaka o;(H) ako i samo ako je €({A — 6,1 +9))
kona¢nodimenzionalan za neki § > 0

* u esencijalnom dijelu spektra od H, oznaka o,(H) ako i samo ako je €((A —J,A +
J)) nije kona¢nodimenzionalan za svaki § > 0.

Dakle, spektar moZemo zapisati kao uniju dva disjunktna dijela
c(H) =04(H)Uo.(H),
pri ¢emu 0;(H) ne mora nuzno biti zatvoren, dok je 0.(H) uvijek zatvoren.

Razlikujemo tri spektralne reprezentacije prijelazne funkcije gustoce.

Spektralna kategorija I. obuhvaca slucaj kada je spektar operatora (—G), koji nazivamo
i Sturm-Liouvilleov operator, jednostavan, nenegativan i diskretan te se sastoji od ko-
na¢nog niza svojstvenih vrijednosti:

{/\n,nelNO}, A >A1>..., lim A, = oo

n—oo

Odgovarajuce svojstvene funkcije:
{¢n(x),n € No},
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rjeSenje su pridruZzenog svojstvenog problema operatora (—G):

(=G)pn(x) = Augn(x).

Spektralna reprezentacija prijelazne funkcije gustoce p(x, t; y) difuzije koja pripada spek-
tralnoj kategoriji I. dana je sljede¢im izrazom:

o0

p(xty) =m(x) Y e Mou(X)guly), xyel, t>0.
n=0

Spektralna kategorija II. Spektralna reprezentacija prijelazne funkcije gustoce p(x, t;y)
difuzije koja pripada spektralnoj kategoriji II. dana je sljede¢im izrazom:

p(x, ty) = m( (ZM Dgnln)+ [ e Jp(y, Ndpac(V)), xyel, t>0,

pri ¢emu su Ay, n € {0,1,2,..., N} svojstvene vrijednosti u diskretnom dijelu spektra,
¢p(n),n€{0,1,2,..., N} odgovarajuce svojstvene funkcije, a ¢(x, A) netrivijalno rjeSenje

jednadzbe (—G)f(x) = Af(x).

Spektralna kategorija III. Spektralna reprezentacija prijelazne funkcije gustoce p(x, t;y)
difuzije koja pripada spektralnoj kategoriji III. dana je sljede¢im izrazom:

N Ay

Pl ty) = m(x) 12 e pu(D)ga(y) +m(x) [ e ol Dl ipuc(d)

—i—m(x)/A e M Zfz X, M) fi(y, M dpacij(A), xyel, t=0,
2 ij=1

pri ¢emu su A,,n € {0,1,2,...,N} svojstvene vrijednosti, ¢(n),n € {0,1,2,...,N}
odgovarajuce svojstvene funkcije, ¢(x,A) netrivijalno rjeSenje jednadzbe (—G)f(x) =
Af(x), A€0.(—G), A1 <A< Ajteps(A) neprekidna spektralna funkcija na ovom
dijelu spektra. A € 0.(—G), Ax < Atesu fi(x,A) i fo(x,A) rjeSenja problema

(=9)f(x,A) = Af(x,A), A>0, x€l,
koja zadovoljavaju uvijete:

filxo, A)

fl(xo,/\) = 1, S(XO)

Za viSe detalja vidi [9].
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4 Pearsonove difuzije

Familija neprekidnih distribucija koja zadovoljava:

p’ c1x + co

; - b2x2+b1x—i—b0

(22)

naziva se Pearsonova familija distribucija. Jednadzba (22) naziva se i Pearsonova di-
ferencijalna jednadzba. Pearson je zapravo 1895. godine identificirao sljedece tipove
neprekidnih distribucija:

e tip I: generalizirana beta distribucija

tip II: simetri¢an slucaj generalizirane beta distribucije

tip III: gamma, x? i eksponencijalna distribucija

tip IV: Cauchy i iskrivljena Studentova distribucija
e tip V: normalna distribucija,

dok je 1916. godine nadodao jos i:
1. tip V: recipro¢na gama distribucija
2. tip VI: Fisher-Snedecor i beta-prime distribucija.

Na temelju navedenih neprekidnih distribucija definirat ¢emo klasu Pearsonovih difu-
zija. Kazemo da slucajna varijabla ima distribuciju s teSkim repom ako vrijedi:

e™P(X >x) — 00, x—>00, 7y>0.

Distribucije s teSkim repom su Fisher-Snedecorova, recipro¢na gama i Studentova dis-
tribucija, dok normalna, gama i beta distribucija nemaju tesSke repove. Kolmogorov je
promatrao jednadZbu unaprijed, tj. Fokker-Planckovu jednadZbu:

op(xty) 2 L1 |
5 = —g(A(x)P(x/ t:]/)) + EQ(B(X)P(X/ t,y)),
pri ¢emu je linearni parametar pomaka A(x) = A + Ajx, a parametar difuzije B(x) =
Bo + Bix + Byx?. Ako postoji jedinstveno rjeSenje p(x) vremenski nezavisne Fokker-
Planckove jednadzbe, tada vrijedi sljedece:

p’(x) o A(x) — B’(x) (A1 —2B)x + (Ag — By)

px) B Bt BB #)

a to je upravo diferencijalna jednadZba Pearsonovog tipa. Polinom iz brojnika je u pot-
punosti odreden linearnim parametrom pomaka i parametrom difuzije, a polinom iz
nazivnika upravo je parametar difuzije promatranog procesa. Klasa difuzijskih procesa
sa stacionarnim distribucijama iz Pearsonove familije naziva se klasa Pearsonovih difu-
zija.
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Postoji i moderna definicija Pearsonove difuzije. Pearsonova difuzija (X(t),t > 0) je
jedinstveno ergodi¢no i stacionarno rjeSenje stohasticke diferencijalne jednadzbe

dX; = —6(X; — p)dt + \/20k(52X? + i X + bo)dBy, k>0, >0,

pri ¢emu je 6 > 0 autokorelacijski parametar, 20k(b2X? + by X + bg) = 20kb(x) najvisi
je kvadratni polinom koji odgovara polinomu B(x) iz nazivnika Pearsonove jednadzbe
(23), parametar pomaka p(x) = —6(x — u) koji odgovara polinomu A(x) u jednadzbi
(23) i (B¢, t > 0) je Brownovo gibanje. Parametar pomaka Pearsonove difuzije dan je
sljede¢im izrazom:

u(x)=—-0(x—pu), 0>0, ueR,

a parametar difuzije
0?(x) = 20k(byx® + bix +bg), k>0, by, by, by €R,

pri éemu by, by, by nisu svi jednaki nuli te su takvi da je kvadratni korijen od ¢(x) dobro
definiran. Gustoca skaliranja definira se na sljede¢i nacin

X Yy—Hu d
S(X) — e[ k(b2y2+b1y+b0) y’

dok se gusto¢a mjere brzine definira na sljedeci nacin:

1
m(x) - 9ks(x) (b2x2 + blx + bo) '

Razlikujemo Sest podfamilija Pearsonovih difuzija. MoZemo ih kategorizirati pomocu
stupnja polinoma b(x) ili u kvadratnom slu¢aju b(x) = byx? + byx + by pomocu predz-
naka vodeceg koeficijenta te pomocu predznaka diskriminante A:

* b(x) konstantan -> Ornstein-Uhlenbeck proces s normalnom stacionarnom distri-
bucijom

* b(x) linearan -> Cox-Ingersoll-Rossov(CIR) proces s gama stacionarnom distribu-
cijom

e b(x) kvadratan s b, < 0 -> Jacobijeva difuzija s beta stacionarnom distribucijom

* b(x) kvadratans b, > 0i A > 0-> Fisher-Snedecorova difuzija s Fisher-Snedecorovom
stacionarnom distribucijom

* b(x) kvadratan s b, > 01 A = 0 -> recipro¢na gama difuzija s recipro¢nom gama
stacionarnom distribucijom

* b(x) kvadratan s b > 0i A < 0 -> Studentova difuzija sa Studentovom stacionar-
nom distribucijom.
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4.1 Cox-Ingersoll-Rossova difuzija

Cox-Ingersoll-Rossov (CIR) model 1985. godine uveli su John C. Cox, Jonathan E. In-
gersoll i Stephen A. Ross kao nadogradnju Vasi¢ekova modela. Dakle, i CIR model se
koristi za modeliranje kretanja kamatnih stopa. Vasi¢ekov model nije uklju¢ivao kom-
ponentu u obliku korijena i zbog toga je povremeno izbacivao negativnu kamatnu stopu
$to u CIR modelu nije slucaj. CIR proces (X;,t > 0) definiramo kao rjeSenje stohasticke
diferencijalne jednadZbe:

dx(t) = —G(X(t) - g>dt + \/%Z—QX(t)dB(t), 050, t>0.

Ovaj model poznat je i pod nazivom kvadratna difuzija.
Infinitezimalni parametri dani su sljedeéim izrazima:

u(x) = -6 (x — Z) i o(x)= ?x,
dok je infinitezimalni generator definiran kao:
Gf(x) = —Q(x - g)f’(x) + gxf”(x), x € (0,00).
Stacionarna distribucija ovog procesa je gama distribucija s funkcijom gustoée
ab
g(x) = mxb_le_“"l@,oo)(x), x € R,

pri ¢emu je a > 0 parametar skaliranja i b > 0 parametar oblika stacionarne distribucije.
Definiramo i o¢ekivanje i varijancu:

b b
E[Xy] = Y Var(Xy) = x a>0 b>0.

Gustoca skaliranja definirana je kao:

s(x) = x 7P,

dok je gusto¢a mjere brzine definirana kao:

m(x) = gxbfle*“x.

Sada infinitezimalni generator moZemo zapisati i u sljede¢em obliku:

Gf(x) = gxl_be”x%<xbe_“"f’(x)>, x € (0, 00).

Skup stanja CIR procesa je I = (0,00), pri temu je lijeva granica [ = 0 regularna za
b € (0,1) te ulazna za b > 1, dok je desna granica r = oo prirodna za b > 0.
Svojstvene vrijednosti operatora —G su

/\nZGTl, TIGNO
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s odgovarajuc¢im normaliziranim ortogonalnim Laguerrovim polinomom

I'(b _ ar 1
Ly(x) = (=1)" —n!F(iib)X1 be”‘xﬁ(x””’ ™), 1 € No.

Prijelaznu funkciju gusto¢e moZemo eksplicitno zapisati kao:

-1
Y\ Z a (-1t _ . alx+xg) a./xxo
,t, — 2 -1 I, Ty
p(x, t; x0) (xo) (1_67919)1‘(}))6 b 1(sznh(0.59t))

pri ¢emu je I, 1(-) modificirana Besselova funkcija prve vrste. Pogledajmo jo$ graficki
prikaz simulacije trajektorije CIR procesa:

Cox-Ingersoll-Rossov proces

{D ]

u‘J prrs

=5 —

{f‘_’] ]

N pors

D ]
T T T T T
0 1 10 15 20

\rijeme

Slika 2. CIR model s parametrima 6 = 0.05,a =2, b = 4.

4.2 Jacobijeva difuzija

Jacobijeva difuzija rjeSenje je stohasticke diferencijalne jednadzbe:

X (t) = —9<X(t) _ )dt + \/%X(t)(l _X(1)dB(E), 0>0, t>0.

a
a+b

Infinitezimalni parametri dani su sljede¢eim izrazima:

pt(x):—O(x— a ) i o(x) = aszx(l—x),

dok je infinitezimalni generator definiran kao:

0
a+b

a
a+b

Qf(x):—ﬂ(x— )f’(x)+ x(1—x)f"(x), x€l0,1].
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Stacionarna distribucija ovog procesa je beta distribucija s funkcijom gustoce:

b(x) = X711 — x)b_ll[o,l] (x), x€R,

pri ¢emu je:
_ Ha)r'()
Bla.b) = T+
standardna beta funkcija, dok su a > 01 b > 0 parametri oblika stacionarne distribucije.
Ocekivanje i varijanca dani su sa:

ab

@F b atb—1) a>0, b>0.

E[Xt] = Vlli"(Xt) =

a+b’

Gustoca skaliranja definirana je kao:

dok je gustoca mjere brzine definirana kao:

m(x) = ? —(i)_ bx”_l(l —x) 1

Sada infinitezimalni generator moZemo zapisati i u sljedeéem obliku:

0 A
a-+b

d
_ —a(1 _ N1-b " (a1 o N\bgt
Gf(x) = -0 (0= 0'F(x), xe o]

Skup stanja Jacobijeve difuzije je I = [0, 1], pri ¢emu je lijeva granica | = 0 regularna
zaa € (0,1) te ulazna za a > 1, dok je desna granica r = 1 regularna za b € (0,1)
te ulazna za b > 1. Uz Jacobijevu difuziju veZe se i pojam normalizirani ortogonalni
Jacobijev polinom dan sljede¢im izrazom:

B(a,b)B~(a+n,b . A wibe
]"(x):(_l)n\/ (ix!(21+a(1211;n) T (A=), e N,

gdjeje (a), =a(a+1)...(a+n—1) standardni Pochhammerov simbol.
Sada moZemo definirati prijelaznu funkciju gustoce kao:

p(x,t;x0) Z e ML (D) a(x0), x,x0 €[0,1],

pri ¢emu je b(x) funkcija gustoce beta distribucije, J,(x) Jacobijev polinom, a A, svoj-
stvene vrijednosti operatora —G definirane na sljedeéi nacin:

0
An:a+bn(n+a+b—1), n € INp.

Pogledat ¢emo jo$ graficki prikaz simulacije trajektorije Jacobijeve difuzije
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Jacobijeva difuzija
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Slika 3. Jacobijeva difuzija s parametrima 0 = 0.05, a =4, b = 4.

4.3 Fisher-Snedecorova difuzija

Fisher-Snedecorova difuzija (X(t),t > 0) rjeSenje je stohasticke diferencijalne jednadzbe

dxwzrﬁ(MO—BgE>ﬁ+J;éﬁzfqmyﬂﬂ+ﬁMMﬂ,9>O,tza

Za razliku od CIR procesa i Jacobijeve difuzije, Fisher-Snedecorova difuzija je Pearsonova
difuzija s teSkim repom. Infinitezimalni parametri dani su sljede¢im izrazima:

_ p : B 46
) == (x=525) i oo - \/ g B

dok je infinitezimalni generator definiran kao:

26
G x:—9<x—i>’x +———x(yx+B)f"(x), x€(0,00).
f(x) 5 )10 g £ B, ke (009)
Stacionarna distribucija ovog procesa je Fisher-Snedecorova distribucija s funkcijom gus-
toce:

N2
|
AN

fs(x) = B(%’g) (,Yx+ﬁ)'2y+gﬂ<0,oo>(x)/ x € R,

pri ¢emu su 7y > 01i f > 0 parametri oblika stacionarne distribucije.
Medutim, B > 4 osigurava postojanje oc¢ekivanja i varijance koje definiramo kao

2B*(a +B—2)
a(Bp—2)2(B—4)

E[X] = —P—, Var(x)) =

- B> 4.
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Gustoca skaliranja definirana je kao:

s(x) = x (yx+ ,B)%“Lg_l,
dok je gustoca mjere brzine definirana kao:
m(x) = W22 i1 4 =44,

Sada infinitezimalni generator moZemo zapisato i u sljede¢em obliku:

26 7 N YA 7_B
Gf(x) = — = xlTr(qx+B) I —(x2(yx+B) 22 (x , Xx € (0,00).
fo) = sy xR L (a1 R (), we (0,)
Skup stanja Fisher-Snedecorove difuzije je I = (0, o0), pri ¢emu je lijeva granica I = 0
regularna za v € (0,2) te ulazna za v > 2, dok je desna granica r = oo prirodna za
v>0,v7¢&{2m,mc IN}.
04(—G) sadstoji se od kona¢nog skupa svojstvenih vrijednosti:

A«n:

ﬁfzn(ﬁ—z), ne{o1,.., Lg” B> 2.

Ortogonalizirani Fisher-Snedecorovi polinomi su oblika:

N2

n
Falx) = x1‘3(7x+ﬁ)M%{zn"h”‘l(vwﬁ)”‘

Normalizirani Fisherovi polinomi su oblika:
Pn(x) — Knﬁn(x),

pri ¢emu je:

normalizirajuc¢a konstanta.
U 04(—G) svojstvene vrijednosti su oblika

20k? 20 (B>,
= = — >
A A+,B—2 [3—2<16+k)’ B>2k>0,
gdje je A = %. Tada se spektralna reprezentacija prijelazne funkcije gustoce sastoji
od dva dijela

p1(x, t;x0) = pa(x,t; x0) + pe(x, t; x0),
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gdje je:
L%J
pa(x,t;x0) e M E, (x0) Fu(x),
n:O

el 530) = fo(x) - [0 e Ma(A)fi(x0,~A)fi (x,~A)dA

8(p-2)

) = iy B - 62
BY(3, (=4 +k()T(3 +§ + k() [
T(3)T(1+2ik(A))

a(A) = k(A)

Funkcija f; rjeSenje je jednadzbe Gf(x) = —Af(x),A > 0. Na kraju ¢emo jo$ pokazati
kako izgleda simulacija trajektorije Fisher-Snedecorove difuzije

Fisher-Snedecerova difuzija

25

=)

0.5

| | | | |
0 3 10 15 20

\rijeme

Slika 4. Fisher-Snedecerova difuzija s parametrima 6 = 0.05, = 20, v = 15.
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Sazetak

U ovom diplomskom radu upoznali smo se s procesom difuzija. U prvom poglavlju
smo definirali stohasticke diferencijalne jednadZbe. Krenuli smo od Riemannovog inte-
grala, definirali Riemann-Stieltjesov integral nakon ¢ega smo dosli do Itdvog integrala,
Itove formule i vaznijih svojstava za razumijevanje koncepta stohastickih diferencijal-
nih jednadZbi. U drugom poglavlju, koji je i glavni dio rada detaljnije smo razradili
difuzije. Definirali smo difuzije preko stohastickih diferencijalnih jednadzbi te preko
Markovljevih procesa. Opisali smo infinitezimalne parametre, definirali vrijeme prvog
zaustavljanja i difuzije sa zaustavljanjem koje smo objasnili pomoc¢u primjera. Zatim
smo naveli uvjete pomocu kojih se moze provijeriti je li stohasticki proces difuzija. Slijedi
definiranje gustoce skaliranja i gusto¢e mjere brzine pomocu kojih smo definiral funkcije
S(l, x], M(l, x],%(1), N(I). Pomo¢u tih funkcija smo odredili vrste granica intervala na
kojem je difuzija definirana. Granica moZe biti privlaceca, dostizna, nedostiZzna te ih po
Felleru dijelimo na regularnu, izlaznu, ulaznu i prirodnu. Iduée smo definirali infinite-
zimalni generator, uz koji se veZu i Kolmogorovljeve jednadzbe. Takoder smo uocili i da
je rjeSenje Kolmogorovljeve jednadzbe unazad prijelazna funkcija gustoce procesa, dok
je rjeSenje vremenski nezavisne Kolmogorovljeve jednadZzbe unaprijed funkcija gustoée
stacionarne distribucije procesa. Na Ornstein-Uhlenbeckovom procesu smo pokazali
kako izgledaju Kolmogorovljeve jednadzbe, uocili smo da je Vasi¢ekov model specija-
lan slucaj Ornstein-Uhlenbeckova procesa koji se ¢esto koristi za modeliranje kamatnih
stopa. Trec¢e poglavlje temelji se na Pearsonovim difuzijama. MoZe se re¢i da Pearsonove
difuzije moZemo definirati na dva nacina, pomoc¢u Pearsonove diferencijalne jednadZbe
do koje je Kolmogorovljev doSao proucavanjem Kolmogorovljeve jednadZbe unaprijed te
kao rjeSenje stohasticke diferencijalne jednadZbe odredenog oblika. Na kraju smo naveli
tri Pearsonove difuzije, njihove stohasticke diferencijalne jednadZbe, parametre, funkciju
prijelazne gustoce te graficki prikazali simulacije trajektorija.

Kljuéne rijeéi: difuzija, stohasti¢ka diferencijalna jednadZba, Markovljev proces, Pearso-

nove difuzije, Kolmogorovljeve jednadzbe, infinitezimalni parametri, prijelazna funkcija
gustoce.
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Summary

In this thesis, we introduced the diffusion process. In the first chapter, we defined
stochastic differential equations. We started from the Riemann integral, defined the
Riemann-Stieltjes integral, after which we came to the It6 integral, Itd6 formula and more
important properties for understanding the concept of stochastic differential equations.
In the second chapter, which is also the main part of the paper, we have elaborated diffu-
sions. We defined diffusions via stochastic differential equations and Markov processes.
We have described the infinitesimal parameters, defined the hitting time and diffusion
with killing, which we explained with the help of example. We have then outlined the
conditions by which the stochastic process can be verified as diffusion. The following is
to define the scale function and the speed density by which we have defined the func-
tions S(I, x|, M(l,x],%(1), N(I). Using these functions, we have determined the types of
boundaries. The boundary can be attracting, attainable, unattainable and, according to
Feller, we divide them into regular, exit, entrance and natural. Next, we have defined
the infinitesimal generator, which is linked to the Kolmogorov equations. We have also
noticed that the solution of the Kolmogorov backward equation is a transition density,
while the solution of the time-independent Kolmogorov forward equation is a stationary
distribution of the corresponding diffusion. In the Ornstein-Uhlenbeck process, we have
showed what the Kolmogorov equations look like, we have noticed that the Vasicek mo-
del is a special case of the Ornstein-Uhlenbeck process, which is often used for interest
rate modeling. The third chapter is based on Pearson diffusions. It can be said that we
can define Pearson diffusions in two ways, using the Pearson differential equation that
Kolmogorov obtained by studying the Kolmogorov forward equation and as a solution
of a stochastic differential equation of a certain form. Finally, we have listed the three
Pearson diffusions, their stochastic differential equations, the parameters, the transition
density and graphically depicted the simulations of the sample paths.

Key words: diffusion, stochastic differential equation, Markov processes, Pearson diffu-
sions, Kolmogorov equations, infinitesimal parameters, transition density.
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