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1 Uvod

Definicija 1. Neka je A skup s m > 2 elemenata i 1 < k& < m. Rastav skupa A na k

podskupove 71, ..., 7, tako da bude

k
(7’) yﬁi :A7
(1) m(\m =0, i#],

(i1) mj:=|m| >1, j=1,... k.

zovemo particija skupa A, a skupove 7y, ..., m klasteri. Skup svih particija skupa A

sastavljenih od k klastera koje zadovoljavaju (%)-(4i) oznacit ¢emo s P(A, k).

Nadalje, kad god budemo govorili o particiji skupa A, podrazumijevat ¢emo da je ona
sastavljena od ovakvih podskupova skupa 4. Na taj nacin svjesno smo iz razmatranja

iskljucili particije, koje sadrzavaju prazan skup ili skup .A.

Sinonimi: grupiranje, segmentirange, klasifikacija, rangiranje

En.: cluster analysis, clustering, data mining

Moze se pokazati da je broj svih particija skupa A iz Definicije 1 jednak Stirlingovom

broju druge vrste
(K
PeAR] =5 30 () )

Primjer 1. Broj svih particija skupa A koje zadovoljavaju Definiciju 1 specijalno za m =
10,50,10%,10° i k = 2,3,5,8, 10 iznosi

PAK)|| k=2 k=3 k=5 k=8 k=10
m—= 10 511 9330 42525 750 1
m =50 1015 1023 1033 100 108

m = 103 10300 10476 10697 10898 10993
m = 106 10301 029 10477 120 10698 968 10903 085 10106
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Iz navedenog primjera vidi se da trazenje optimalne particije opéenito nece biti moguce
provesti pretrazivanjem citavog skupa P(A, k). Odmah teba reéi da problem traZenja
optimalne particije spada u NP-teske probleme [Gan et al., 2007] nekonveksne optimizacije
opéenito nediferencijabilne funkcije vise varijabli, koja najcesée posjeduje znacajan broj

stacionarnih tocaka.

Primjene:

poljoprivreda (primjerice, razvrstavanje oranica prema plodnosti zemljista);
biologija (primjerice, klsasifikacija kukaca u grupe)

medicina (primjerice, analiza rengenskih slika)

promet (primjerice, identifikacija prometnih “cepova”)

analiza i pretrazivanje teksta

analiza klimatskih kretanja

donosenje raznih odluka u tijelima drzavne i lokalne administracije.

definiranje izbornih sustava

Programska podrska [Sabo et al., 2010]:
http://www.mathos.hr/oml/software.htm

2 DMotivacija

A={ay,...,a,} C R - podskup realnih brojeva
I1(A) = {m, m} — particijaskupa A, takva da vrijedi

m Um = A, m Ny =0, my=|m| >1, my=|m|>1

|P(A, k)| =2m™~1 — 1 — broj svih ovakvih particija
d: R xR — R, — kvazimetricka funkcija
Uz primjenu LS-kvazimetricke funkcije d(z,y) = (z — y)?, za klastere 7y, T3 odredimo

reprezentante — centroide

¢ =argmin »_ d(z,a;)=— > a,
z€R a; €T my a; €T
1
Co = argmin Z d(z,a;)) = — Z a;.
z€R a; €T ma a; €T

Mjeru kvalitete particije IT = {1, m} s centroidima ¢, ¢y definirat éemo funkcijom cilja
F:P(A2) — Ry
F(I) = Z d(c1,a;) + Z d(ca, a;), (2)

a; M a;EMTY


http://www.mathos.hr/oml/software.htm
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koja predstavlja sumu “kvadratnog rasipanja” tocaka klastera m; do centroida c; i tocaka
klastera w9 do centroida cs.

Problem: pronaci onu particiju na kojoj funkcija cilja F postiZe najmanju vrijednost

Primjer 2. Treba pronaci sve particije skupa A = {1,3,4,8}, odrediti pripadne centroide

1 vrijednosti funkcije cilja F.

1 Up) C1 Co .F(H) Q(H)

{1} {348} 1 5 |0+1d= 14 |9+3= 12
{3} {1,48}| 3 13/3|0+74/3= 2467|1+1/3= 133
{4} {1,3,8}] 4 4 |0+26= 26 |04+0= 0
(8} {1,3,4'| 8 8/3 [0+14/3= 467 |16+16/3= 21.33
(1,3} {48 | 2 6 |2+8= 10 |8+8= 16
(1,44  {3,8} |5/2 11/2|9/2+25/2= 17 |9/2+49/2= 9
{1,8} {3,4} |9/2 7/2 |49/2+1/2= 25 |1/2+1/2= 1

Obratno, za dane realne brojeve ¢, ca € R, ¢; # ¢9, primjenom principa minimalnih
) b ) )

udaljenosti mozemo definirati particiju I = {7, w2} skupa A na sljedeéi nacin:

m = {a; € A:d(a;,cr) < d(a;, )},
Ty = {CZZ‘ cA: d(ai,CQ) < d((li,C1)},

pri ¢emu treba voditi racuna da svaki element skupa A pridruzimo samo jednom klas-
teru. Zato se problem trazenja optimalne particije skupa A moze razmatrati kao sljedeci

optimizacijski problem

c1,c2€R

min_F(cy, ¢a), F(c1,c9) = imin{d(cl,ai),d(cg,ai)}, (3)

gdje je F': R x R — R,. Ovaj problem u literaturi se pojavljuje pod nazivom k-median
problem i ekvivalentan je problemu trazenja optimalne particije na kojoj kriterijska funk-
cija cilja F postize globalni minimum.
Primjedba 1. Primijetite da klasteri 71, mo ovise o centrima cq, co i da vrijedi
FI) := > dle,a) + > d(ez,a;) <> min{d(c1,a;),d(c2,a;)} =t Fler,2),  (4)
a;Em a;Emo =1
pri ¢emu se jednakost postize na lokalno optimalnoj particiji. Naime, vrijedi

Flei, o) = > min{d(cr,a;),d(c2,a;) + > min{d(c1, a;),d(cs, a;)

a;€mi(c1,c2) a;€ma(c1,c2)

Z Z d(Cl, CLZ') + Z d(Cg, al-) = f(H)

a;€m(c1,c2) a;€ma(cy,c2)
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Algoritam 1. (Standardni k-means algorithm)

Step 1: Inicijalizacija: z; < zo;
F(z1,29) = ‘21 min{d(z1, a;),d(z2,a;)}

Step 2: Priduzivanje (assignment step)

m = {(Ii cA: d(Zl,CLZ'> < d(227ai)}7
Ty = {(li cA: d(ZQ,aZ‘) < d(zl,ai)},

Step 3: Korekcija (update step)

¢ = argmin > d(z,a;)

zeR

a; €M
(> = argmin »  d(z,a;)
x€R a;Ems

F((my,m)) = ¥ d(G,a) + X d((,a)

acmy acm

Primjedba 2. Step 2 i Step 3 se izmjenjuju tako dugo dok se ili centri ne poklope ili dok
se particije ne poklope ili dok vrijednost funkcije cilja ne prestane opadati. Primijetite
da se u Step 2 novi klasteri 71, my geometrijski mogu odrediti tako da odredimo poloviste

spojnice centroida. Tada svi elementi lijevo od polovista pripadaju novom klasteru 7y, a

svi elementi desno od polovista pripadaju novom klasteru ms.

Primjer 3. A= {1,2,6,7,9}, k =2,

R.br. |z %) F<21,22) T 2 C1 G2 F({W1,W2}>
1 4 8 19 {1, 2,6} {7,9} 3 8 16
2 3 8 11 {1,2} {6, 7,9} % % % ~ 5.1667
3 % 23—2 5.1667 {1,2} {6, 7,9} % % 5.1667
Primjer 4. A= {0,2,3}, k =2,
R.br. 21 Z9 F(Zl,Zg) 1 9 Cl CQ F({ﬂ-l,ﬂ_Q})
1 1 3 2 {0,2} {3 1 2
1 1 3 2 {0,2} {3} 1 2

Ovo je primjer koji pokazuje da standardni k-means algoritam ne daje optimalno rjesenje.
Bolja particija je IT; = {{0},{2,3}} jer je F(II;) = 0.25.
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Primjer 5. A= {3,4,8,10,14,15,18,19}, k = 2,

R.br. Z1 Z9 F(Zl, 22) 1 9 Cl CQ .F({ﬂ'l, 7T2})
1 3 5 581 {3,4} {8,10,14,15,18,19} | 3.5 14 | 94.5
2 3.5 14 | 78.75 {3,4,8} {10,14,15,18,19} 5 15.2 | 64.8
3 5 15.2 | 62.76 {3,4,8,10} {14, 15, 18,19} 6.25 16.5 | 49.75
4 6.25 16.5 | 49.756 {3,4,8,10} {14,15,18,19} 6.25 16.5 | 49.75

Iteracija 0: e ° ° °° °°
5 10 15

Iteracija 1: e ° ° il °°
5 10 15

Iteracija 2: i ° ° ° = °°
5 10 15

Iteracija 3: ° - ° ° e = ¢
5 10 15

2.1 Trazenje optimalne particije

Zadatak 1. Neka su f,g € C*(R) dvije funkcije za koje vrijedi
f(z) + g(x) = const, Vr € R.

PokaZite da tada vrijedi

(i) Ako funkcija f u tocki xy € R postiZe lokalni (odnosno globalni) minimum, onda

funkcija g u toj tocki postize lokalni (odnosno globalni) maksimum;

(ii) Ako funkcija f u tocki xo € R postize lokalni (odnosno globalni) maksimum, onda

funkcija g u toj tocki postize lokalni (odnosno globalni) minimum;

Lema 1. Neka je A = {ay,...,an} C R skup podataka, a 11 = {m, m} neka particija s

klasterima m, mo i centrima

61:77%1 Z ag, 02:777%2 Z Qi my = |m|,  ma = |ml|.
a; €M a; Em2
Tada vrijedi
m m
Flei,e2) +Gler, ) =D (a; — ), ¢= D i (5)
i=1 i=1

gdje je
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Dokaz. Za svaki x € R vrijedi

Yo(ai—x)? =3 (ai— )’ +mi(e;—x)? j=12 (8)

a; ET; a; EM;
Primjerice,
> (a;—x)? = > ((ai — 1) + (c1 — x))?
a; €My a; €M
= Z (a; —c1)? +my(c; — 2)?,

a; €T

jer je Z (a; —c1)(cp —x) = (c1 — ) Z (a; —c1) = 0.
a; €M a; €M

Ako u (8) stavimo x = ¢ i zbrojimo obje jednakosti, dobivamo

Y@=+ Y (-0 = Y (ai—a)’+ Y (6 —c)? +mi(er — &) +my(c — €)%

a; €T a; €T a; €Em a; €T
Kako je
Z (al- — 6)2 + Z (ai — 6)2 = Z(CL@ — 6)2
a; €M1 a; Em2 =1
slijedi (5). O

Teorem 1. Neka su F,G € C*(R?) dvije funkcije za koje vrijedi
F(z,y) + G(x,y) = const, V(z,y) € R%.
Tada vrijedi:

(i) Ako funkcija F u tocki (z*,y*) € R? postize lokalni (odnosno globalni) minimum,

onda funkcija G u toj tocki postize lokalni (odnosno globalni) maksimum;

(ii) Ako funkcija F u tocki (z*,y*) € R? postiZe lokalni (odnosno globalni) maksimum,

onda funkcija G u toj tocki postiZe lokalni (odnosno globalni) minimum;

Dokaz. Kako je

oF 0G oF 0G
— + =0, — +—=— =0,
or O oy Oy
onda se stacionarne tocke funkcija F' i G podudaraju. Nadalje, kako je
0’F  0°G 0?F 0?°G 0’F  0*G
—+ — =0, + =0, — +t 55 =0,
ox? = 0x? Oydx  Ox0y ay?  0y?

onda za Hessijane funkcija F, G vrijedi

HF(xay) = —Hg(x,y),

iz Cega slijede trazeni zakljucci. O]
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Zadatak 2. Neka su F,G € C(R) dvije neprekidne funkcije za koje vrijedi
F(z,y) + G(z,y) = const, V(z,y) € R*
Pokazite da tada vrijedi:

(i) Ako funkcija F u tocki (z*,y*) € R? postie lokalni (odnosno globalni) minimum,

onda funkcija G u toj tocki postize lokalni (odnosno globalni) maksimum;

(ii) Ako funkcija F u tocki (z*,y*) € R? postiZe lokalni (odnosno globalni) maksimum,

onda funkcija G u toj tocki postize lokalni (odnosno globalni) minimum;

Korolar 1. Neka je A = {ai,...,an,} C R skup podataka. Tada optimalnu dvoclanu
particiju IT* = {x}, 75} skupa A moZemo traziti tako da trazZimo globalni minimum funkcije

(princip minimalnih kvadratnih udaljenosti od centara klastera)

]:(01702)22 i —C1) +Z —02 )

a; Em1 a; €2
gdje je
T = {ai < AI |ai — Cl| S |ai — C2|}, o = {CLZ' - AZ \ai — CQ| < |CLZ' — Cl|},

odnosno, sukladno Primjedbi 1, minimum funkcije

F(cy, ) me{ i —C1) 7( —02)2},

ili tako da trazimo globalni maksimum funkcije (princip maksimalne kvadratne udaljenosti

centara klastera)
g(Cl,CQ) :m1(01 —E)2+m2(02—6)2, %Z

gdje je my = |my|, mg = |mal.

Primjedba 3. Fizikalni smisao bio bi trazenje “dva tezista” diskretnog materijalnog tijela.
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3 Grupiranje podataka s jednim obiljezjem

Neka je A = {ay,...,a,} skup koji na osnovi samo jednog obiljezja treba grupirati u
k klastera koji zadovoljavaju Definicijul. Primjerice, dane u godini mozemo grupirati
prema prosjecnoj dnevnoj temperaturi izrazenoj u °C. Svaki element a; € A temeljem
tog obiljezja reprezentirat ¢emo jednim realnim brojem, kojeg ¢emo takoder oznacavati s
a;. Zato ¢emo nadalje govoriti o skupu podataka-realnih brojeva A = {ay, ..., a,;} medu
kojima moze biti i jednakih. Mozemo takoder koristiti i termine: m-torka realnih brojeva
ili konacni niz realnih brojeva.

Ako je zadana neka kvazimetricka funkcija d: R x R — R, , onda svakom klasteru
7; € II moZemo pridruziti njegov centar c¢; na sljedeci nacin

¢; = c(m;) = argmin » _ d(z,a;). 9)

z€R a; €™;

Nadalje, ako na skupu svih particija P (A, k) skupa A sastavljenih od k klastera defi-
niramo kriterijsku funkciju cilja F : P(A, k) — R,

F(II) = Z Z d(cj, a;), (10)
onda d-optimalnu particiju II* trazimo rjesavanjem sljedeceg optimizacijskog problema

F(IT*) = min F(II). 11
() = | win 71D (1)
Primijetite da na taj nacin optimalna particija II* ima svojstvo da je suma “rasipanja”
(suma odstupanja) elemenata klastera oko svog centra minimalna. Na taj nacin nastojimo

posti¢i sto bolju unutrasnju kompaktnost i separiranost klastera.

Obratno, za dani skup centara cq,...,c; € R, uz primjenu principa minimalnih uda-
ljenosti mozemo definirati particiju IT = {my, ..., 7} skupa A na sljeded¢i nacin:
mj={ae A:d(c;,a) <d(cs,a), Vs =1,...,k}, j=1,...k, (12)

pri cemu treba voditi rac¢una o tome da svaki element skupa A pripadne samo jednom
klasteru. Zato se problem trazenja optimalne particije skupa A moze svesti na sljedeéi
optimizacijski problem

min _ F(eq,. .., cx), F(ei, ... e ; 311 d(cj, a;), (13)

c1,...,ck€ER

gdje je F': R¥ — R,. Opéenito, ova funkcija nije konveksna ni diferencijabilna, a mozZe
imati vise lokalnih minimuma [Gan et al., 2007, Iyigun and Ben-Israel, 2010, Teboulle,
2007].
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Optimizacijski problem (13) u literaturi se moze nac¢i pod nazivom k-median problem

i ekvivalentan je optimizacijskom problemu (11). Naime, vrijedi

F(cla"')ck) : min{d(clvai))'"7d(ck7ai)}

.

s
I
-

v
M=

> min{d(c1, @), ..., d(cy, a;)} (14)

a; EM;

<.
Il
-

I

<
l‘
&
m
s

| d(cj, a;) =: F(II),

gdje je Il = {my,..., ™},

mj=m;i(cr, ..., a) ={a € A d(cj,a) < d(cs,a), Vs =1,... k},
odnosno

m; =mj(cr, ..., cx) ={a; € A j = argmind(cs, a;)}.
s=1,...,k

Jednakost u (14) vrijedi ako je IT lokalno ili globalno optimalna particija.

3.1 Kriterij najmanjih kvadrata

Ako je d: R x R — Ry, d(a,b) = (a — b)? LS-kvazimetricka funkcija, centri ci,...,c

klastera mq, ..., m, odredeni su s

1
¢; =argmin »_ (a; —u)’=+— > a, j=1,...,k, (15)

u€R a¢€7rj |7T.7 aieﬂ'j

a funkcija cilja (10) s
k
Fler,oovo) = > (¢ —a)*. (16)
j=la;€em;

Primjer 6. Zadan je skup A ={0,3,6,9}. Treba pronadi sve njegove dvoclane particije
koje zadovoljavaju Definiciju 1, odrediti pripadne centre i vrijednosti kriterijske funkcije
cilja F u smislu najmanjih kvadrata.

Broj svih dvoélanih particija ovog skupa je 27! — 1 = 7, a kao $to se vidi iz Tablice 2

LS-optimalna particija u ovom slucaju je {{0,3},{6,9}} jer na njoj kriterijska funkcija cilja F
zadana s (16) postize globalni minimum.

3.1.1 Dualni problem

Sljededa lema pokazuje da je “rasipanje” skupa 4 oko njegovog centra ¢ jednako zbroju “rasi-
panja” klastera 7;, j = 1,..., k, oko njihovih centara c;, j = 1,..., k, i tezinskoj sumi kvadrata
odstupanja centra c od centara cj, pri cemu su tezine odredene velicinom skupova ;.
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1 72 ‘ C1 C2 ‘ F(ci,c) ‘ G(c1, )
{0} {3,6,9}| 0 6 0+18 =18 | 81/4+27/4
{3} {069} | 3 ) 0+42 =42 | 9/4+3/4
{6} {039} 6 4 |0442 =42 | 9/4+3/4
{9} {036} | 9 3 0+18 =18 | 81/4+27/4
{037 {69} [3/2 15/2]9/2+9/2 =9 | 18+18
{06 {39} | 3 6 |18+18 =36 | 9/2+9/2
{0,9}  {3,6} |9/2 9/2 |81/2+9/2 =45 |0+0

Tablica 1: Particije, centri i vrijednosti funkcije cilja F i G

10

Lema 2. Neka je A = {ay,...,an} skup podataka, a 11 = {my,..., 7} neka particija s klaste-

rima i, ..., duljine my,...,mg. Neka je nadalje
1 & 1 .
c:—g ag, cj=— E a;,, j=1,....k,
m ms
=1 a; €T

gdje je m; = |m;|. Tada vrijedi

gdje je

Dokaz. Primijetimo najprije da za svaki x € R vrijedi

d (ai—2)’ =Y (ai—¢)* +mi(c; —a)®, j=1,...k

a; €M a; €EM;

Naime, kako je Y (a; —c¢j)(c; —x) = (¢; —x) > (a; —¢;) =0, vrijedi

aiem 0«7.‘€7Tj
Y (ai—x)? = ¥ ((ai—¢)+ (¢ — )
aiEﬂj aiEWj
= 3 (4 —¢)? +myle; — ).
a; €M;
m
Ako u (21) umjesto z stavimo ¢ = L 3" a; i zbrojimo sve jednakosti, dobivamo (18).

Il
—

2

Iz Leme 2 neposredno slijedi tvrdnja sljedeéeg teorema [Dhillon et al., 2004, Spéth, 1983]
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Teorem 2. Uz oznake kao u Lemi 2 vrijedi:

argmin F(IT) = argmax G(II),

IIeP(A,k) IIeP(A,k)
argmin F(ci,...,cx) = argmax G(c1,...,ck).
C1,...,cLER C1,..,cLER

To znaci da u cilju pronalazenja LS-optimalne particije, umjesto minimizacije funkcije F
zadane s (16), odnosno (19), mozemo maksimizirati funkciju

k
Gleiy ..y ck) :ij(cl,...,ck)(cj—c)Q. (22)
j=1

Primjer 7. Skup A ={0,3,6,9} iz Primjera 6 ima 7 razlicitih particija i za sve njih v Tablici 2
prikazana je vrijednost kriterijske funkcije cilja G. Kao sto se vidi iz Tablice 2 funkcija G prima
maksimalnu vrijednost na optimalnoj particiji {{0,3},{6,9}}, sto je u skladu s Teoremom 1.

Primgjedba 4. Lako se moze provjeriti da je veza izmedu centra c ¢itavog skupa A i centara c;
pojedinih klastera 7; zadanih s (17) dana s

my mg
c:icl_i_..._'_ick_
m m

Specijalno, za dva disjunktna skupa realnih brojeva A = {z1,...,z,}, B = {v1,...,yq} arit-
meticka sredina njihove unije jednaka je ponderiranom zbroju njihovih aritmetickih sredina, tj.
vrijedi

p . q
p+tgq p+tgq

AUB = B.

3.2 Kriterij najmanjih apsolutnih odstupanja

Ako je d: R xR — R4, d(a,b) = |a — b| l;-metricka funkcijadefinirana, centri ¢y, ..., cx klastera
T, ..., odredeni su s
¢j = argmin Z la; — u| = med(7j), j=1...,k, (23)
u€R aiEﬂ'j

a funkcija cilja (10), odnosno (13) s
k
f(cl,...,ck):z Z \cj—ai\. (24)
j=la;em;

Ako pri tome iskoristimo (25), onda za izracunavanje funkcije cilja (24) nije potrebno poznavati
centre klastera (23), Sto moze znacajno ubrzati ra¢unski proces.

Zadatak 3. Neka je A= {ay,...,an} konacan niz realnih brojeva. PokaZite da vrijedi

m k
Z la; — med(A)| = Z (@m—it1 — a;) - (25)
i=1

=1
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Primjedba 5. U slucaju izbora LAD-kriterija optimalnosti u Koraku 2 Algoritma 2 moze se
dogoditi da neki centroid (;, moze biti proizvoljan broj iz nekog intervala [o, 5] C R. U tom

slucaju treba uzeti (; = #

Primjer 8. Zadan je skup A = {1,2,3,8,9,10,25}. Primjenom Algoritma 2 treba pronadi
troclanu particiju sto blizu LS-optimalnoj.

R.br. | 2 2y 23 | F(21, 22, 23) 1 o 3 G1 C2 G | F({m1, mo, m3})
1 |2 8 10 |228 {1,237 {8,9 {10,25} |2 85 175 |115
2 |2 85 17.5 |61 (1,2,3) {8,9,10}) {25} |2 9 25 |4
3 /2 9 25 |4 {1,2,3} {8,9,10} {25} |2 9 25 |4

Broj svih troc¢lanih particija ovog skupa je %(Sm*1 — 2™+ 1) = 301. U prethodnoj tablici
prikazan je tijek iterativnog postupka. Direktnom provjerom svih particija moze se pokazati da
je Algoritam 2 pronasao upravo optimalnu particiju. Iz ovog primjera vidljivo je da k-means
algoritam u smislu LS-optimalnosti daje particiju, koja znacajno ovisi o strée¢em podatku, tako
da upravo strseéi podatak ¢ini zaseban klaster (vidi Sliku 1).

Iteracija 0: =22 . 2o ‘ ‘ o
5 10 15 20 25
Iteracija 1. 22 . ome o ‘ = ‘ 9
5 10 15 20 25
Iteracija 2: *¢2°¢ . 00 \ \ by
5 10 15 20 25

Slika 1: k-means algoritam za trazenje lokalno optimalne particije skupa A iz Primjera 8

Primjer 9. Zadan je skup A ={1,2,3,8,9,10,25} iz Primjera 8. Primjenom Algoritma 2 treba
pronadéi dvoclanu particiju skupa A $to blizu LAD-optimalnoj.

R.br. Z1 Z9 F(Zl, 22) 1 o Cl CQ .F({Wl, 7T2})
1 2 15 |29 {1,2,3,8} {9,10,25} |[2,3] 10 |24
2 2,3 10 |20 {1,2,3}  {8,9,10,25} | 2 [9,10] | 20
3 2 [9,10] | 20 {1,2,3}  {8,9,10,25} | 2 [9,10] | 20

Primjenom Algoritma 2 uz pocetne centre ¢; = 2 i ¢co = 15, dobivamo pocetnu particiju
II={m,m}, m ={1,2,3,8}, ma = {9,10,25}. U tablici je prikazan tijek iterativnog postupka.
Pri tome, centri u Koraku 2 Algoritma 2 birani su u skladu s Primjedbom 5. Direktnom
provjerom moze se pokazati da je algoritam pronasao upravo LAD-optimalnu particiju. U ovom
slucaju strseéi podatak prirodno je pridruzen drugom klasteru (vidi Sliku 2).

3.3 Grupiranje podataka s tezinama
Pretpostavimo da je zadan skup podataka A = {ai,...,an}, pri ¢emu je svakom podatku a;

priduzena odgovarajuéa tezina w; > 0. Kriterijska funkcija cilja (10) sada postaje

k
.F(H) = Z Z wid(cj,ai).

j:l aieﬂ'j

(26)
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Specijalno, kod primjene kriterija LS-optimalnosti centar c; klastera m; odreden je tezinskom
aritmetickom sredinom podataka iz klastera 7;

1
Cj = - Z w;ag, Rj = Z Wy, (27)
Kj a; €M a;Em;

a kod primjene kriterija LAD-optimalnosti centar c¢; klastera m; odreden je tezinskim medijanom
podataka koji pripadaju klasteru m; [Sabo and Scitovski, 2008, Vazler et al., 2012]

¢; = med (wj, a;). (28)

a; ET;
Algoritam 2. (Standardni k-means algoritam)

Step 1: Ucitati m, k, elemente skupa A i tezine wy, ..., wy, > 0;
Izabrati: mina; <c; < --- < ¢ < maxa;;

Step 2: Priduzivanje (assignment step)
i ={a; € A:d(cj,a;) <d(cs,a;), s=1,...,k}, j=1,...,k;
Step 3: Korekcija (update step)

(; = argmin Z wid(z, a;), j=1,....k;

z€R a; ET;

Step 2 i Step 3 se izmjenjuju tako dugo dok se ili centri ne poklope ili dok se particije ne
poklope ili dok vrijednost funkcije cilja ne prestane opadati.

Primjer 10. Podacima iz Primjera 9 dodajmo tezine kako slijedi: w; : 1,1,.1,.5,.5,1,.2. Gru-
pirat cemo skup A u k = 3 klastera primjenom k-means algoritma uz pocetne centre kao i ranije.
Rezultati su vidljivi u niZe navedenoj tablici.

R.br. z1 Z9 Z3 F ™1 Uup) T3 Cl CQ Cg F
1 2 8 10 | 46.6 {1,2,3} {8,9} {10,25} | 1,57143 8.5 12.5| 38.4643
2 1.57143 8.5 12.5 | 34,4643 | {1,2,3} {8,9,10} {25} 1.57143 9.5 25 | 2.08929
3 1.57143 9.5 25 |2.08929 | {1,2,3} {8,9,10} {25} 1.57143 9.5 25 | 2.08929

Prosjecno tezinsko kvadratno rasipanje po klasterima (varijanca): {0.340136,0.6875,0.}
Prosjecno tezinsko rasipanje po klasterima (standardna devijacija): {0.583212,0.829156, 0.}

Iteracija 0: 22 . pee \ \ ks
5 10 15 20 25
Iteracija 1: 222 . gue » .= \ \ 9
5 10 15 20 25
Iteracija 2: 2= ¢ . bdlalhs \ \ "
5 10 15 20 25

Slika 2: k-means algoritam za trazenje lokalno optimalne particije skupa A iz Primjera 10
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4 Grupiranje na osnovi dva obiljezja

Neka je A = {ay,...,an} skup, koji treba na osnovi dva obiljezja grupirati u k klastera koji
zadovoljavaju uvjete iz Definicije 1. Primjerice, dane u godini mozemo grupirati prema pro-
sjetnoj dnevnoj temperaturi izrazenoj u °C i koli¢ini dnevnih padavina. Svaki element a; € A
temeljem tih obiljezja reprezentirat ¢emo jednim vektorom (x;,7;) € R?, kojeg éemo oznaditi s
a;. Nadalje, zbog jednostavnosti elemente skupa A identificirat ¢emo s tim vektorima i govoriti
o skupu podataka-vektora medu kojima moze biti i jednakih.

Ako je zadana neka kvazimetricka funkcija d: R? x R? — R, onda svakom klasteru mj €1l
mozemo pridruziti njegov centar c; na sljedec¢i nacin

¢; = c(m;) := argmin Z d(x,a;). (29)

x€R? a;Em;

Kod problema grupiranja podataka u opéem sluc¢aju najcesée koristene kvazimetricke funkcije
d:R" x R" — R, su [Ben-Israel and Iyigun, 2008, Gan et al., 2007, Kogan, 2007]

d(x,y) = ||x — y||3 (least squares udaljenost) (30)

dx,y) = |lx -yl (Manhattan udaljenost) (31)

1
d(x,y) = §(X -y)Qx-y)I, Q@>0,Q'=Q (Mahalanobisova udaljenost)
d(x,y) = Z X <ln;i —x; + yi> , X,y €RY (0In0:=0) (Kullback-Leiblerova udaljenost)

Na skupu svih particija P(A, k) skupa A sastavljenih od k klastera, potpuno analogno kao
i ranije, definiramo kriterijsku funkciju cilja F : P(A, k) — Ry,

k
F) =) > dlcja), (32)

j:l ai€7rj
a d-optimalnu particiju II* trazimo rjesavanjem optimizacijskog problema

*n .
F(IT7) = H€I7r)1(127k) F(II). (33)
Pri tome, funkcija cilja (32) takoder moze imati vise lokalnih minimuma, koje takoder mozemo
traziti primjenom Algoritma 2.
Primijetite da na taj nac¢in optimalna particija II* ima svojstvo da je suma “rasipanja” (suma
odstupanja) elemenata klastera oko svog centra minimalna. Na taj nac¢in nastojimo postiéi $to
bolju unutrasnju kompaktnost i separiranost klastera.

Obratno, za dani skup centara cy, ..., c, € R?, uz primjenu principa minimalnih udaljenosti
mozemo definirati particiju IT = {1, ..., 7} skupa A na sljedeéi nacin:
mj={a€c A:d(cj,a) <d(cs,a), Vs =1,...,k}, ji=1,...,k, (34)

pri ¢emu treba voditi racuna o tome da svaki element skupa A pripadne samo jednom klasteru.
Voronoijev dijagram
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Zato se problem trazenja optimalne particije skupa A moze svesti na sljedeéi optimizacijski
problem

min _ F(eq,...,cx), F(ei, ... ek Z min d(c],az) (35)

c1,...,ck€ER 1J_17 -k

gdje je F': R?* — R,. Opéenito, ova funkcija nije konveksna ni diferencijabilna, a moze imati
vise lokalnih minimuma [Gan et al., 2007, Iyigun and Ben-Israel, 2010, Teboulle, 2007].

Optimizacijski problem (35) u literaturi se moze naéi pod nazivom k-median problem i ek-
vivalentan je optimizacijskom problemu (33). Naime, vrijedi

F(Cla' -5 C Zmln{d Claal . ,d(Ck,CLZ')}

k
22 Z min{d(c1, a;),...,d(cg, ai)}

=la;€m;

d(cj,a;) =: F(II),

||Mw|
M

gdje je Il = {my,..., ™},
mj =mi(cl,...,cp) ={a € A d(cj,a) < d(cs,a), Vs =1,...,k},

odnosno

mj =mi(cl,...,cp) = {a; € A: j = argmind(cs, a;) },
s=1,....,k

pri cemu jednakost vrijedi ako je II lokalno ili globalno optimalna particija.

4.1 Princip najmanjih kvadrata

Definicija 2. Neka je A = {a; = (2;,4;) € R? :i = 1,...,m} skup vektora iz R?. Kazemo da,
je particija II* = {7, ..., 75} optimalna u smislu najmanjih kvadrata (skrac¢eno: LS-optimalna)
ako je kvazimetricka funkcija d : R? x R? — R, definirana s (30), a II* rjesenje optimizacijskog
problema (32)—(33).

Primijetite da funkcija (30) nije metrika jer ne zadovoljava nejednakost trokuta. Centri
Ci,...,cy klastera mq,...,m, odredeni su s

c; = argmin Z |a; — ulj3 = Z a;, j=1,...,k, (36)

ucR? a;em; | J| a; ey
a funkcija cilja (32) s
k
F) =7 lej —aill3 (37)
Primjer 11. Za skup A = {a; = (0,0), a2 = (1,0), a3 = (1,1), a4 = (0,1)} odredit éemo

sve dvoclane particije, koje zadovoljavaju Definiciju 1, a nakon toga odgovarajuce centroide i
vrijednosti funkcije cilja (37) u smislu LS-optimalnosti.
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m o | o c, | F(I) | G(1)

{ai} {az,a3,a4} a; %,% O+§ ~ 1.3 %4_% ~ 0.6

{as}  A{aazau} | a 52)|0+3 ~13|5+; =06

{as}  {ai,az,a4} as %,% 0 _1_% ~13 % —l—% ~ 0.6

{a  {anas,a) | a 21 04+5 ~13[14+1 =06
{a1,a} {as,a} E;>O§ 25713 %—i_% =1 %‘i‘% =1
(o fawagy | (0.8) (1) hed =1 b4l -
{a,a)  {a,ai} | (3.3) (53)[1+1 =2 [0+0 =0

Broj svih dvoclanih particija ovog skupa je 2™~1 — 1 = 7, a kao $to se vidi iz tablice, dvije
particije {{a1,az2}, {as,as}} i {{a1, a4}, {az,a3}} su optimalne jer na njima kriterijska funkcija
cilja (37) postize globalni minimum (vidi sliku).

Primjer 12. Zadan je skup A = {a; = (v;,y;) €R?:i=1,...,m}

—_

i |1 0

3
2

w —| N
RN N
00 ool wt
© | o
© 3|~
ol | 0o
o oo ©

a;i5 9
Yi | 8

_

0

Uz pocetne centre ¢; = (2,9), ca = (4,3), c3 = (8,8), primjenom LS-kvazimetricke funkcije

i Algoritma 2 dobivamo lokalno optimalnu particiju II = {m;, 72, 13} s centrima ¢} = (%, %),

5= (4,5), ¢5 = (8,3) (vidi Sliku 3). Vrijednost funkcije cilja je F = 133 =1 + 51 4 2T,
(a) Pocetna particija (a) Optimalna particija

10+

. . . . . . . . .
2 4 6 8 0 2 4 6 8 10

Slika 3: k-means algoritam za traZenje lokalno optimalne particije skupa A iz Primjera 12

4.1.1 Dualni problem

Analogno, kao u jednodimenzionalnom slu¢aju moze se pokazati da vrijedi

m k k
D llai—ellz =32 > lles —ailla + > mjlle; —cl3, (38)
i=1 j=1

j:l a¢€7rj
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m

gdje je c = % > a; centar skupa A, a m; = |r;|. Zato umjesto minimizacije funkcije F zadane
i=1

s (37) optimalnu LS-particiju mozemo traziti maksimizacijom funkcije

k
G(In) = mjlc; —cl3. (39)
j=1

Odredenim prilagodavanjem [Dhillon et al., 2004] problem se svodi na poznate probleme i metode
linearne algebre.

Primjer 13. Skup A iz Primjera 11 ima 7 razlicitih particija i za sve njih u tablici je prikazana
vrijednost kriterijske funkcije cilja G. Kao sto se vidi, funkcija G prima maksimalnu vrijednost
na optimalnim particijama {{a1,as}, {as,as}} i {{ai,as}, {as,as}}.

4.2 Princip najmanjih apsolutnih odstupanja

Definicija 3. Neka je A = {a; = (z;,y;)) € R? : i = 1,...,m} skup vektora iz R%2. Kazemo
da je particija IT* = {7},..., 7} optimalna u smislu najmanjih apsolutnih odstupanja (skraceno:
LAD-optimalna) ako je kvazimetricka funkcija d : R? x R? — R, definirana s (31), a IT* rjesenje
optimizacijskog problema (32)—(33).

Centri cq, ..., c, klastera 7, ..., 7 odredeni su s

c; = argmin Z |la; — ulj; = (med(z), med(y)) =: med(w;), j=1,...,k, (40)

ucR? a;Em;
gdje je x = (z1,...,2n), y = (Y1, ..., Ym) € R™, a funkcija cilja (32) zadana je s
k
FO) =3 > llej—ail (41)
j:]_ aiETFj

Primjedba 6. Kao $to smo u Odjeljku 3.3 razmatrali problem grupiranja jednodimenzionalnih
tezinskih podataka, slicno bi mogli postupiti i u sluc¢aju grupiranja tezinskih dvodimenzionalnih
i visedimenzionalnih podataka [Vazler et al., 2012].

4.3 Primjena Mahalanobis udaljenosti
Vidi nastavni materijal Reprezentant.
5 Neke primjene

5.1 Detekcija centara seiizmickih aktivnosti

Reference: [Cho et al., 2010, Colombo et al., 1997, Stipcevi¢ et al., 2011]
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a) Lokacije potresa

P
e

e L]

b) k=20

18

548
2 e 3
st‘ﬁ\\l 2
WLS-centers ~ WM-centers  N5/Nwrs Ns/Nwy  Location Position
(13.39, 42.88) (13.41, 42.84) 10/419 10/413 Ascoli Piceno (Italy) (13.57, 42.85)
(13.35, 46.23) (13.43, 46.26) 20/336 20/345 Udine (1taly) (13.23, 46.08)
(14.74, 45.64) (14.53, 45.31) 3/269 3/176 Kocevje (Slovenia) (14.86,45.63)
(15.47, 43.14)  (15.53, 43.06) 3/532 4/546  Sibenik (Croatia) (15.88,43.72)
(16.21, 45.89) (15.75, 46.01) 3/129 3/210 Zagreb (Croatia) (16.02, 45.82)
(16.63, 43.83)  (16.59, 43.85) 6/232 6/287 Sinj (Croatia) (16.64,43.70)
(17.59, 43.03) (17.72, 43.05) 13/437 11/402  Metkovié¢ (Croatia) (17.64, 43.05)
(17.69, 44.64) (17.66, 44.68) 4/186 4/180 Banja Luka (17.19,44.75)
(Bosnia and Herzegovina)
(18.94, 43.24)  (19.00, 43.43) 2,/220 1/163 Zabljak (Montenegro)  (19.11,43.15)
(19.42, 42.26) (19.37, 42.30) 9/424 11/462 Podgorica (Montenegro)  (19.27,42.41)

a7 -
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(a) Lokacije potresa (b) Burwov dijagram
L]
EEY B )
o= o, w3t
461 -, ogels, A SRy f
.t Croatia = : -
) P N . Nt e
® {:\\/ 3 ~% Spring| Winter L.
&k :}.n
Iy s i
44+ ‘\\ 2\Summer| Autumirf ", **
) N N oty
“t T L E?mvnik L " BT .‘.,."."'
. © agcee.,
‘ S ‘ ‘ ‘ . o
14 15 16 17 18 19 ° L]

Slika 4: Seizmicka aktivnost u podruc¢ju Dubrovnika od 1973.

{c1} {c1,¢2} {c1,¢2,c3} {c1,¢2,¢3, ¢4}
Alg.2 (415} {1.67,4.15) {1.90,4.46, 6.09} (2.290,2.52,4.38,6.24,}
Obj.Fun. 1922 1032 726 554
Alg. 1 i (1.90,4.46) (2.29,4.38,6.24) {1.59,2.60, 4.38, 6.00}
Obj.Fun. - 964 638 517

ddimm  /05:04/ /19:03/16:08/ /11:04/11:08/28:11/ /01:03/29:04/11:08 /19:11/

Tablica 2: Trenuci najintenzivnije seizmicke aktivnosti u godini

5.2 Istrazivanje i predvidanje mogucénosti poplave na nekom
mjestu rijecnog toka
Reference: [Parajka et al., 2010]
(Ti,w;), i =1,...,N, T; € [0,112] (podaci izmedu 1900-1-1 i 2012-2-1)
W (izmjereni vodostaj na dan T;)

t; = 2nT;(mod 2m) € [0, 27], (transformirani datumi)

A= {az- = wi(COSti,Sinti) € R2: w; — l(tz) > 100}

(a) Vodostaj kod D.Miholjac: 1900 — 2012 (b) Burnov dijagram

600 |-

Winter

.
200
\‘_ Autumn I.-_"a

¥
27 October
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5.3 Kratkorocna prognoza vremenskih nizova

Reference: [Parajka et al., 2010, Wu et al., 2008]

(a) A day in advance (b) Two days in advance (¢) Three days in advance

20 40 60 80 100 20 40 60 80 100 20 40 60 80 100

Slika 5: LAD water level prediction from 5 October 2000 to 12 January 2001

(a) A day in advance

(b) Two days in advance (c) Three days in advance

93F

881

20 40 60 80 100 20 40 60 80 100 20 40 60 80 100

Slika 6: LS water level prediction from 5 October 2000 to 12 January 2001

(a) A day in advance (b) Two days in advance (¢) Three days in advance

20 40 60 80 100 20 40 60 80 100 20 40 60 80 100

Slika 7: LAD water level prediction from 18 September 2011 to 26 December 2011

(a) A day in advance (b) Two days in advance (¢) Three days in advance
. 90.0 . . .

895
89.0H. .
88.5 AW
83.0
87.5

895}
8905

885F |- ATAREA
880F ’
875

86.5 86.5

Slika 8: LS water level prediction from 18 September 2011 to 26 December 2011

5.4 Predvidanje satne potrosnje prirodnog plina
Reference: [Sabo et al., 2011b]
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5.5 Prihvatljivo definiranje izbornih jedinica

Reference: [Sabo et al., 2012]

5.6 Upravljanje pokretnim objektima bez prisutnosti covjeka

Reference: V. Leemans, M.-F. Destain, Line cluster detection using a variant of the Hough
transform for culture row localisation, Image and Vision Computing 24(2006) 541-55
G.Hamarneh, K.Althoff, R. Abu-Gharbieh, Automatic Line Detection with Hough Transform,
Project Report for the Computer Vision Course, Lund, May 5-7 and August 19-20, 1999

5.7 Prepoznavanje govora

M.EIl-Wakdy, E.El-Sehely, M.El-Tokhy, A.El-Hennawy, Speech recognition using a wavelet tran-
sform to establish fuzzy inference system through subtractive clustering and neural network
(ANFIS) 12th WSEAS Int. Conf. on SYSTEMS, Heraklion, Greece, 22-24 June 2008

5.8 Pretrazivanje teksta

Primjer 14. U nekom tekst prisutnost neke rijeci kodira se s 1, a odsutnost te rijeci iz teksta s
0. Postavlja se pitanje o slicnosti/razlicitosti dva teksta obzirom na prisutnost/odsutnost proma-
tranih rijeci. Tekst u kome je prisutno/odsutno n > 1 izabranih rijeci prikazat éemo vektorom
iz R™ s komponentama 0 ili 1. Primjerice, sljedeéim vektorima prikazani su tekstovi u kojima
su prisutne/odsutne rije¢i A,B,C:

= (1,1,0): tekst u kome se pojavljuju rijeci A,B, a ne pojavljuje rije¢ C

= (1,0,0): tekst u kome se pojavijuje rije¢ A, a ne pojavljuju rijeci B,C

(1,0,0)
= (1,0,1): tekst u kome se pojavijuju rijeci A, C, a ne pojavljuje rije¢ B
(0,0,1)

=(0,0,1): recenica u kojoj se pojavijuje rije¢ C, a ne pojavijuju rijeci A, B

U svrhu ispitivanja slicnosti/razli¢itosti tekstova obzirom na prisutnost/odsutnost nekih ri-
je¢i mozemo pokusati iskoristiti ranije spomenute metricke funkcije di,ds,ds. U znanstvenoj
literaturi (vidi primjerice [Berry et al., 1999, Chaovalitwongse et al., 2009]) u tu svrhu koriste
se neke tzv. kvazimetricke funkcije, kao sto su

drs(z,y) = ||z — y||* — Least Squares (LS) kvazimetricka funkcija

x
de(z,y) =1— M — kosinus kvazimetricka funkcija
x| - ||y
Od kvazimerickih funkcija zahtijeva se samo svojstvo pozitivne definitnosti, dok ostala svoj-
stva metrickih funkcija ne moraju biti ispunjena. Ipak prethodno spomenute dvije kvazimericke
funkcije, pored svojstva pozitivne definitnosti, zadovoljavaju i svojstvo simetri¢nosti, ali ne za-
dovoljavaju nejednakost trokuta. Za prethodno spomenuti primjer dobivamo

dLS( 17 ):17 S( ,a”) = d S( y @ ):3
di(at,a?) =1, dy(a a):2 di(at,at) =3,
de(a',a?) =1 - Y2 =029,  d.(a',d®) =1, de(al,a*) =1
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1 2

ia® su
i a* najrazlicitiji (najudaljeniji) obzirom na pojavu rijeci

Prema LS-kvazimetrickoj funkeiji (a takoder i prema lj-metrickoj funkciji) tekstovi a
..... 1

A B,C.
I prema kosinus-metrickoj funkciji d. tekstovi a* i a
a* potpuno razlic¢iti (maksimalno udaljeni) obzirom na pojavu rijec¢i A,B,C.

1 2 ..... 1

i

Primjer 15. Promatramo tekstove u kojima se mogu pojaviti rijeci: A,B,C,D,E. Neka je pri-
mjerice:
a' = (1,0,0,0,1): tekst u kome se pojavljuju rijeci A, E, a ne pojavljuju rijeci B,C,D

a’?=(0,1,1,0,0): tekst u kome se pojavljuju rijeci B, C, a ne pojavljuju rijeci A,D,E
a® = (1,0,0,0,0): tekst u kome se pojavljuje rijece A, a ne pojavijuju rijeci B,C,D, E

drs(at,a?) ‘ a' a®> a3 di(a*,a’) ‘ at a® a? d.(a’,a’) ‘ at a® a?
al 0 4 1 al 0 4 1 al 0 1 0.29
a® 4 0 3 a® 4 0 3 a® 1 0 1
ad 1 3 0 ad 1 3 0 ad 029 1 0

Iz ovog primjera vidi se da kosinus-kvazimetricka funkcija puno bolje identificira sli¢nosti/razli¢itosti
tekstova obzirom na prisutnost/odsutnost rije¢i A,B,C,D,E (objasnite to na osnovi brojeva iz
tablical).
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